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CLASAaX-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

D 5 . g 1 A
1. Se considera numdrul complex 2z, cu proprietatea cd [z| < > Demonstrati ca

|(1+i)-z3+i-z|<§.

Solutie:

Din proprietatea referitoare la modulul produsului si din ipoteza rezulta ca:|(1 + i) - z3 +
izl =zl |(A+0) 22 +i] <5 [(L+0) - 2%+
Folosind inegalitatea intre modulul sumei si suma modulelor se obtine: |(1 4+ i) - z3 + i -

1 D - z2 + lill=2. il - 1zI2 =1 2 1.(2.1 =3
20 <2 [@+0 -2+l =51+l |z +1] =3 (VZ-3+1) <3+ (2-3+1) =2

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Deduce|(1+i)-z3+i-z|=|z|-|(1+i)~zz+i|<%-|(1+i)-zz+i| 2p
Deduce|(1+i)-z3+i-z|<§-[|1+i|-|z|2+1] 2p
Aratica |(1+1) 23 +1-21 <3-(V2-1+1) 2p
inalizare: N-Z3 40 3
Finalizare: |(1+1i)-z° +1i z|<4 1p
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2. Se considerd Mo, M1, M2 imaginile in planul complex ale radicinilor ecuatiei z3 = 1.

Daca M(cost + isint),t € (0, g), sa se demonstreze ca MM2 = MMg + MM1.

Solutie:

- o 1w o . .. . 2T . . 2T
Dacd 20, 71, Z» sunt radicinile ecuatiei 2z = 1, atunci My(1), M, (COS?+lSlTL?),
41 . . 4m
M, (cos? + isin ?)

4m 41 1 3
MM, = |c05?+isin?—cost—isint| = (—E—cost)+i ———sint

=\/2+cost+\/§sint=

2 2 T . T — | 2 T — |4 2 T t
+ (COS§COSt+SlTl§Slnt)— + COS(§—t)— cos (---)

6 2
—> (TL’ t)
=2cos\z 3

deoarece daca t € (0 ) atunCI———E( 1”2 Z) ( (—g E) si prin urmare cos (Z_é) > 0.
2m 2w . 1 (V3
MM, = cos?+lsm?—cost—lsmt|= (—E—cost>+1 7—Slnt

=\/2+cost—\/§sint=

\/2+2(COSECOSt—SinESint)_\/2+2COS(E+t)— 4c052<n+t>
3 3 B 3 B 6 2
—> (ﬂ_l_t)
cos cts

deoarece daca t € (OE), atunci = + € (Z i’;) C (—g E) si prin urmare cos (6 + g) > 0.

MM, = |cost +isint —1| =\/(COSt—1)2+Sin2t=\/2—2COS = /4sin2§=

2sin %, deoarece daca t € (0, g), atunci % € (0, %) C (0, g) si prin urmare Siné > 0.



@ INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD (i '
Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0008, Fax 0257 /21 47 46, \ SATAN S

web : www.isjorad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

Tt ot Tt
MMZ=MM0+MM1®2cos(g—z)=2$m—+200$(—+§)

2 6
T ot T ot ot
@COS(E—E)—COS(E-FE):SUIE
. mot _t
@Zsmgsm§=smz

: 1.t ot S
Obtinem 2 - 5" sins = sin, care este adevdrata.
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egalitatea de demonstrat este adevarata

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Determinarea afixelor punctelor Mg, M1, M2 1p
Deduce MM; = 2 cos (£ —3) 2p
6 2
Deduce MM; = 2 cos (E + 5) 2p
6 2
.t
Deduce MMo = 2 sin > 1p
Demonstreaza ca MM, = MMy + MM, & 2 sin%sin% = sin% , de unde
1p
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3. a) Se considera (a,)ns1 O progresie aritmetica cu termeni pozitivi. Demonstrati ca

aj+az+-+a .
AT > fa; - ay, pentru oricen € N

n

b) Se considera (b,),>1 0 progresie geometrica cu termeni mai mari ca 1. Demonstrati

cilg (%&) > [lg b, - lg by, pentru oricen € N'.

Solutie:
et (a1+ap)n (@r+ay)
. . .o . a a eta - 5 a a
a) (a,)p»1 progresie aritmeticd, prin urmare — Zn L= L—= 12 z

Cum a, >0, pentru orice n € N', aplicim inegalitatea mediilor si obtinem

ai+az+-+ay (a1+ay)

- > [a,a, pentruoricen € N,

n 2 -

b) Cum b, > 0, pentru orice n € N, aplicim inegalitatea mediilor si obtinem

by+by++b . . 3
% > /by - by - ... b,,. Deoarece functia [g:(0, ) — R este strict crescitoare

obtinem g (%&) > 1g(/By By~ by) = [batlgbet g by

n

Dar b, > 1, pentru orice n € N*, deci lgh; >0, Vi = 1,n. Mai mult, deoarece

: D . b
(by)ns1 O progresie geometricd, sa preupunem de ratie ¢, avem Z—“ =q,Vn=1.

Atunci daca consideram sirul (c,,),»1definit prin ¢, = lg(b,), avem ¢, >0, Vn > 1

Si Cpy1 — Cp = lg(bpyq) —lg(by) =g (bZ—:) = lg q = const, deci (cp)ns1 €St O

progresie aritmetica cu termeni pozitivi.

. . 1g by+lg by+--+lg b
Aplicim acum a) si avem <2224 - 9n > [lg b, - lg by,

.. Barem
Detalii de rezolvare are
asociat
(a,)ns1 progresie aritmetica deci a; + a, + -+ a, = (@itan)n 1p

2

o . .. +ag+et +
Folosind inegalitatea mediilor avem =% azn n = (alza") > Ja,a,, Vn>1 2p

. . .. by+by+-+b
Din inegalitatea mediilor avem % >"1/by by .. b,

1p
- - b1+b2+"'+bn) > n K K K — lg b1+lg b2+~~+lg bn
Aratici lg (—n > 1g(\/by by - .. by) z 1p
Arata ca sirul (¢,)p,s1 este o progresie aritmeticd cu termeni pozitivi 1p
. . 1g by +lgby++lgh
Aplicdm acum a) si avem 227 121+ 92 > [lg by - lg by 1p
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4. Sa se verifice daca exista functii injective f: R = R, cu proprietatea ca f(2023%) +

f(2025%) = 2024, Vx € R.

Solutie:

Presupunem prin reducere la absurd ca exista o functie injectiva f: R — R, cu proprietatea ca

£(2023%) + £(2025%) = 2024, Vx € R.

Daca luam x = 1 avem £(2023) + £(2025) = 2024 deci £(2023) = 2024 — £(2025).
Daca luim x = logy073(2025) avem f(2023!092023(2025))  £(2025!092023(2025)) = 2024,

Prin urmare £(2025) + f(2025'092023(2025)) = 2024, deci f(2025092023(2025)) = 2024 —

£(2025).
Prin urmare f(2025'92023(2025)) = £(2023).

Cum f este injectivi avem 2025!092023(2025 = 2023, de unde (l0g,0,3(2025))% =1,

contradictie. Prin urmare nu exista functii injective f: R — R, cu proprietatea ca f(2023%) +

£(2025%) = 2024, Vx € R.

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
Presupunem prin reducere la absurd ca existd o functie injectiva f: R — R, cu
proprietatea ca £(2023%) + £(2025%) = 2024, Vx € R. 1p
x =1 rezulta £(2023) = 2024 — £(2025). 1p
x = 10g2023(2025) rezulta f(20251°92023(2025)) = 2024 — f£(2025) 2p
£(20251092023(2025)) = £(2023), f injectiva 2025'°92023(2025) = 2023 1p
(log,023(2025))? = 1, contradictie 1p

Concluzia

1p






