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CLASA A XI-A

Problema 1.

5
Sl o 1 . x, +3x .
x DX =—,lar x,,, =—"——", neN".
Se considera sirul (x, )  definit prin: x, 5 iar x,,, =—" 1 ~, oricare ar fi ne N

a) Aratati cd sirul (x,) _ este convergent si determinati-i limita.
D X 9
b) Demonstrati cd lim =22 = —
noe x 16

n>l1

Solutie si barem
a) Se aratd prin inductie ¢ x,€(0,1),VneN", deci sirul (x,)  este marginit. Apoi,
x}+3

”4 <1, asadar sirul este strict descrescator. Din teorema lui Weierstrass, (x”)”>] este

convergent, avand limita x € R. (2p)

lim x,
n—>0

Trecand la limitd in relatia de recurentd, obtinem ci x’—x=0. Cum x€[0,1), rezultd ca

=0. (2p)
4
b) Observam ci lim “2:L = lim 222 =3 (qp)
non X, n—swo 4 4
noe x o onoox ox, 44 16
Problema 2.
1 1 0
Se considerd matricea A={0 1 0 e, (R).
0 0 1

a) Ardtati ca matricea 4 este inversabild.
b) Dacd B este inversa matricei 4, demonstrati ca

B"=2"Cl,-2""'CA+2" P C A .. +(-1)" Cl A",

Solutie si barem
a) Cum det 4 =1= 0, matricea 4 este inversabila. (2p)
b) Observam ca 2"CyI;—2""' C,A+2"2CrA* —..+(-1)" Cl A" =(2I;- 4)". (3p)

Dacia dovedim cia A~ =2[,—A, solutia este completd. Aceastd egalitate revine la

I,=A(2I,- A),ie. A> =2A4-1,,relatie care se verifica prin calcul direct. (2p)
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Problema 3.
Se considerd functia f:M;(C)— M, (C), f(X)=X". Demonstrati ca functia f nu este nici
injectiva, nici surjectiva.

Solutie si barem
010

Consideram matricea A={0 0 1 e, (C).
0 0O

Cum A= 0O, si f(4)=f(0;)(=0,), functia f nu este injectiva. (3p)
Pentru a ardta ca functia f nu este surjectivd, vom demonstra cd ecuatia f (X ) =4 nu are

solutie in M, (C). Presupunem, prin absurd, ca existd X € ¢;(C) astfel incat X = 4. In particular,

a b c
AX = XA (: X 4) si, de aici, obtinem cad matricea X este de forma | 0 a b |. (2p)
0 0 a

Egalitatea X° = 4 conduce la ¢’ =0 si 3a’h =1, egalitati care sunt contradictorii. Rezulti ca
presupunerea asumata este falsa. (2p)

Problema 4.

Fie f: [0, +oo) - (0, +oo) o functie descrescdtoare cu proprietatea ca exista un numar real strict

x+a x+b
pozitiv a astfel incat lim M =1. Demonstrati cd lim M

=1, oricare ar fi numarul real 5
e [ () o [ (%)

din intervalul (a, +oo) )

Solutie si barem
Evident, existd un numar natural n>2 astfel Incdt na>b. Din x+na>x+b>x,Vx=>0
obtinem, folosind monotonia functiei f, ca f(x+na)< f(x+b)< f(x),vx=0. Cum f(x)>0,

rezulta c f(;(;';a) sfff(:)b) <1,vx20 (¥). (3p)

. f(x+na)_ f(x+na) .f(x+(n—1)a). .f(x+a) L .

Insa f(x) _f(x+(n—1)a) f(x+(n—2)a) f(x) si, tinand cont de ipoteza
im ) ) deducem i tim )y (3p)

e f(x) = f(x)

Trecem la limitd in relatia (*) dupa x — oo si obtinem concluzia problemei. (1p)

Notd: Orice alti solutie corecta sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzitor.
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