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Olimpiada Naţională de Matematică 2018 

Etapa locală – Iaşi, 1 februarie 2018 
 

CLASA A XI-A 
 

Problema 1.    
 

Se consideră şirul   1n nx


 definit prin: 1
1
2

x  , iar 
5

1
3 ,

4
n n

n
x xx 


  oricare ar fi n  .  

a) Arătaţi că şirul   1n nx


 este convergent şi determinaţi-i limita. 

b) Demonstraţi că 2 9lim .
16

n
n n

x
x



  

 
Soluţie şi barem  
a) Se arată prin inducţie că  0,1 ,nx n    , deci şirul   1n nx


 este mărginit. Apoi, 

4
1 3

1
4

n n

n

x x
x
 
  , aşadar şirul este strict descrescător. Din teorema lui Weierstrass,   1n nx


 este 

convergent, având limita x . (2p) 
Trecând la limită în relaţia de recurenţă, obţinem că 5 0x x  . Cum  0,1x , rezultă că 

lim 0.nn
x


  (2p) 

b) Observăm că 
4

1 3 3lim lim .
4 4

n n
n nn

x x
x


 


   (1p) 

Astfel, 2 2 1

1

3 3 9lim lim
4 4 16

n n n
n nn n n

x x x
x x x
  

 


     . (2p) 

 
Problema 2.    
 

Se consideră matricea  3

1 1 0
0 1 0
0 0 1

A
 
   
 
 

M . 

a) Arătaţi că matricea A este inversabilă. 
b) Dacă B  este inversa matricei A, demonstraţi că  
 

 0 1 1 2 2 2
32 2 2 ... 1 nn n n n n n

n n n nB C I C A C A C A       . 
 

Soluţie şi barem 
  

 a) Cum det 1 0A   , matricea A este inversabilă. (2p) 
 b) Observăm că    0 1 1 2 2 2

3 32 2 2 ... 1 2 nnn n n n n
n n n nC I C A C A C A I A        . (3p)  

 Dacă dovedim că 1
32A I A   , soluţia este completă. Această egalitate revine la 

 3 32I A I A  , i.e. 2
32A A I  , relaţie care se verifică prin calcul direct.  (2p) 
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Problema 3.     

Se consideră funcţia       3
3 3: ,f f X X  M M . Demonstraţi că funcţia f nu este nici 

injectivă, nici surjectivă.  
 

Soluţie şi barem 

Considerăm matricea  3

0 1 0
0 0 1
0 0 0

A
 
   
 
 

M . 

Cum 3A O  şi    3 3( )f A f O O  , funcţia f nu este  injectivă. (3p) 
Pentru a arăta că funcţia f nu este surjectivă, vom demonstra că ecuaţia  f X A  nu are 

soluţie în  3 M . Presupunem, prin absurd, că există  3X  M  astfel încât 3X A . În particular, 

 4AX XA X   şi, de aici, obţinem că matricea X este de forma 0
0 0

a b c
a b

a

 
 
 
 
 

. (2p) 

Egalitatea 3X A  conduce la 3 0a   şi 23 1a b  , egalitaţi care sunt contradictorii. Rezultă că  
presupunerea asumată este falsă. (2p) 
 

Problema 4.    
 

Fie    : 0, 0,f     o funcţie descrescătoare cu proprietatea că există un număr real strict 

pozitiv a astfel încât  
 

lim 1
x

f x a
f x


 . Demonstraţi că  

 
lim 1
x

f x b
f x


 , oricare ar fi numărul real b  

din intervalul  ,a  . 
  
Soluţie şi barem  
 

Evident, există un număr natural 2n   astfel încât na b . Din , 0x na x b x x       
obţinem, folosind monotonia funcţiei f, că       , 0f x na f x b f x x      . Cum   0f x  , 

rezultă că  
 

f x na
f x
  

 
1, 0

f x b
x

f x


       . (3p) 

Însă  
 

 
  

  
  

 
 

1
...

1 2
f x n af x na f x na f x a

f x f xf x n a f x n a
   

   
   

 şi, ţinând cont de ipoteza 

 
 

lim 1
x

f x a
f x


 , deducem că  

 
lim 1
x

f x na
f x


 . (3p) 

Trecem la limită în relaţia    după x  şi obţinem concluzia problemei. (1p) 

 
 
Notă: Orice altă soluţie corectă sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzător. 
 


