OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

p—1-i| < V2
PROBLEMA 1. Sa se rezolve sistemul |z —3+i|=|2—1—14| ,unde z € C.

|2 =341 >2

Barem de corectare. Notdm cu C ((a,b),r) si D ((a,b),r), cercul, respectiv discul cu centrul

in punctul de coordonate (a,b) si de raza 7.

Avem |z —1—i| <V2& M (2) € D ((1,1),V2) covviiiiiiii (1p)
silz—3+4i>vV2e M(2) € C((3,-1),v2) UExt (D ((3,—1),v2)) coeevrenn.. (1p)

Deoarece |(3 —i) — (1 +1i)| = 2v/2, rezultd ci cercurile C ((1,1),v2) si C((3,-1),v2)

sunt tangente exterior in punctul A (2,0), ... ..ot (2p)
iar din |z — 3 +i| = |z — 1 — i], rezultd cd punctul M (z) se afld pe mediatoarea segmentului
determinat de centrele cercurilor C' ((1,1),v/2) si C ((3,-1),v2) ...oooiiiiiiiiit. (2p)
Asadar, solutia sistemului este 2 = 2. . ... (1p)

PROBLEMA 2. Considerdm multimea M = {ay, as,...,a,} C C* (n > 2) cu proprietatea ci
a; - a; € M, pentru orice i,j € {1,2,...,n}.

a) Sd se arate cd M = U, unde U, = {z € C | 2" = 1};

b) Sa se determine numéarul de elemente ale multimii {f (z) | x € [0,1]}, unde f : [0,1] — C,

este functia definitd prin f (z) = Z al"™
i=1

Barem de corectare.

a) Deoarece pentru orice a € M, are loc {a-aj,a-as,...,a-a,} = M, obtinem cd a™ = 1, de

unde rezultd c& M = Up. o ooo o (2p)



2 .. 2 kE k+1
Deoarece M = {1,¢,€2, ....,e" '}, unde ¢ = cos X zsm—ﬂ, pentru x € [— )
n

n
. ~ S w_ 1= ()"
(ke {l,2,...,n—1}) avem: [nx] =k = f(z) = ;ai = ;5 =1 - 0...... (2p)
1
n, daca x € [0, —) u{1}
n
Deci f(x) ) , de wunde rezultd ca multimea
0, dacaz € [—,1)
n
{f(z) | ©€]0,1]} are doud elemente. .............oouuiiuiiuiiniiiiiiiiiiain. (1p)

PROBLEMA 3. Consideram functia f : R — R, definitd prin f (z) = 2% — 277",

a) S& se arate cd functia f este bijectivd si s& se determine inversa ei f~1;

x+Var2+4

b) S& se determine solutiile intregi ale ecuatiei 2 — 27% = log, 5

Barem de corectare.

v+ P

5 (2p)

rezultd ci functia f este inversabild, deci bijectiva. Inversa ei este functia f~! : R — R,

Va2 +4
definitd prin f~! (z) = log, % ............................................... (1p)

a) Deoarece pentru orice y € R, ecuatia f (x) = y are solutia unica = = log,

b) Deoarece graficele functiilor f gi f~! sunt simetrice fatd de prima bisectoare, ecuatia f (x) =

F7H(x) este echivalentd cul f () = @ .uor ittt e (2p)
. . ) fn)>n
Pentru orice numar natural n € N*, avem 2" > n + 1, adica
f(=n)=—f(n)<-n
Cum f (0) = 0, rezultd ca x = 0 este singura solutie din Z a ecuagiei................... (2p)
a’ b 2
PROBLEMA 4. Sa se rezolve in R ecuatia — + — = ——, unde a,b > 1.
b2z a2 \/%
Barem de corectare.
Dacd a = b, atunci ecuatia devine 2a* "2 = 24!, cu solutia unicd z = 1. ............... (3p)
2 2
1 2 a® T2 4 pT I 9, [(ab)** 22 22 2
Daca a # b, atunci 2 (ab) 2 = = > =2(ab) = ....... 2p
/ e =" = ) (29)

x? — 2
2

1
de unde, cum ab > 1, obtinem c& 5> & (x —1)% < 0, ceea ce este imposibil .. (2p)

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.



