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SUBIECTUL I. Devierea luminii stelelor de catre Soare (8p)

Enuntul problemei:

In aceastd problema veti lucra cu date similare celor colectate in timpul faimoasei expeditii Eddington din
1919, care a oferit unul dintre primele teste experimentale ale Teoriei Relativitatii Generale. Sarcina voastra
va fi sa analizati deplasarea luminii stelare cauzate de gravitatia Soarelui in timpul unei eclipse si sa o
comparati cu predictiile teoretice.

Date

In 1919, Sir Arthur Eddington a efectuat un experiment in timpul unei eclipse solare pentru a testa Teoria
Relativitatii Generale a lui Einstein. Observand pozitiile stelelor din apropierea Soarelui in timpul eclipsei si
comparandu-le cu pozitiile lor normale, Eddington a oferit dovezi pentru curbarea luminii de catre gravitatie,
la fel cum a prezis si Einstein cu 4 ani inainte. Einstein calculase ca devierea unghiulara a razelor de lumina
primite de la o stea este dublul valorii calculate din fizica Newtoniana.

Observarea stelelor In timpul unei eclipse solare totale este posibild in ciuda prezentei Soarelui pe cer
deoarece Luna acoperd complet discul luminos al Soarelui, permitand stelelor din apropierea Soarelui sa fie
vizibile pe cerul intunecat. Eddington a masurat deviatia unghiulard A6 pentru 7 stele din apropierea discului
solar si le-a notat in urmatorul tabel.

Constante:
_ 10" 'Nm’ _ 30 _ _ 10°m P
k = 667422 M = 1.989-10°, R = 696000km, c = 3--2™ D =32
kg o o s ' 70
Presupuneri

1. Deplasarea observata (AB) a pozitiei unei stele datorata gravitatiei Soarelui (in arcsecunde)
poate fi modelata astfel:



AB =a/r +b

unde r este distanta unghiulara a stelei fata de centrul Soarelui n unitati; de 50 de arcminute.
2. Coordonatele (x, y) sunt date n unitati de 50 de arcminute (°), iar fotografia cerului poate fi considerata

in plan.

Nr. | x(50") | y (50) A8 ()
11 | 0504 | -1.685 0.2
1o | 1342 | 1052 0.32
¢ | 0573 | 1285 0.56

g | -0978 | 0413 0.54
4 | 0454 | 0597 0.84
5, | 0359 | -0.556 0.97
3 | 0517 | 0376 1.02

Utilizand datele de mai sus rezolvati urmatoarele cerinte:

a)

b)

f)

Calculati distanta unghiulard (exprimata ca multiplu de 50 de arcminute (*)) si inversul acesteia si
adaugati rezultatele intr-un tabel. (1.4p)

Pe hartie milimetrica reprezentati grafic deviatia unghiulara observata in functie de de inversul
distantei unghiulare pana la centrul Soarelui. (2.5p)

Determinati coeficientii a, b utilizand metoda celor mai mici patrate. Adaugati pe graficul de la
punctul a) dreapta de cel mai bun fit si dreapta care reprezintd dependenta deviatiei unghiulare de
inversul distantei unghiulare a stelei pana la centrul Soarelui asa cum este prezis de mecanica
Newtoniana. (2.5p)

Care ar fi devierea unghiulara a unei raze de lumina care trece tangential pe 1anga Soare in
arcsecunde? (0.6p)

Teoria relativitatii generalizate prezice ca deviatia unghiulara (A0) a unei raze de lumina (in radiani)
depinde de distanta fatd de centrul stelei pe langa care trece (r), masa stelei (M), viteza luminii (c) si
constanta atractiei gravitationale (k). Folosind analiza dimensionala, aflati formula de dependenta
pentru deviatia unghiulara. Puteti deduce cum depinde A8 de r folosind subpunctele anterioare?

(0.5p)

Stiind ca in aceastd formula coeficientul de proportionalitate este 4, aflati formula exacta. Folosind
valoarea deviatiei unghiulare pentru o raza tangenta la discul solar calculata in primul subpunct al

problemei, aflati care ar fi masa Soarelui (presupunand R o fix) si comparati-o cu valoarea corecta.



Totodata, folositi formula pentru a calcul care este valoarea corecta a deviatiei unghiulare la

marginea discului solar, de data aceasta folosind masa corecta a Soarelui. (0.5p)

BAREM
a) 14 *0.1p=1.4p
4 ) ) 1 . _1 T 1 1 2
Nr. |x (50)|y (50)| r(507) |—(50 * arcmin) | — A A
11 |-0.504 | -1.685 1.758 0.568 -0.462 0.2137
10 | 1.342 | 1.052 1.705 0.586 -0.444 0.1975
6 -0.573 | 1.285 1.406 0.710 -0.320 0.1024
1.031 )

5 -0.978 | 0413 1.061 0.941 0.088 0.0079
4 0.454 | 0.597 0.750 1.333 0.302 0.0914
2 0.359 | -0.556 0.661 1.510 0.480 0.2304
3 -0.517 | -0.376 0.639 1.564 0.533 0.2845

Nr. AB("M A8)(" A(A®) (™)

11 0.2 -0.435714286

10 0.32 -0.315714286

6 0.56 0.635714286 -0.075714286

5 0.54 -0.095714286

4 0.84 0.204285714

2
0.97 0.334285714




3 1.02 0.384285714

b)

Regresie liniara
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Punctele sunt corect ilustrate pe grafic 7x0,3p= 21p
Marimile fizice si unitatile de masura sunt trecute pe axe 0.2p
Valorile numerice pe cele doua axe sunt uniform distribuite 0.1p
Asezarea In pagina si spatierea sunt potrivite 0.1p
0)

a = = 0.7107 (1p)

v 1

b= AB — a - =
dreapta de cel mai bun fit (0.5p) - vezi grafic
dreapta prezisa de mecanica Newtoniana - dreapta cu panta jumatate din drepta de cel

mai bun fit - vezi grafic (0.5p)

— 0.0969 (0.5p)

d) Pentru o raza tangentiala la discul solar avem r = 16'. Folosind formula de
dependenta liniara obtinem



_ 07107
16/50

A = = + b — 0.0969 = 2.124" (0.6p)

e) In subpunctele anterioare am obtinut ci h~0, deci putem deduce cd AD %

(0.25p) . Acum putem scrie:

1= [k MY ]
1= (kg_1m3s_2)d(m s_l)e (kg)f(m)_1
—d+f =0

3d+e — 1 =0
—2d — e =0

Rezolvand sistemul de 3 ecuatii cu 3 variabile obtinem
d =1 e =— 2, f = 1. Deci formula este:

A8 o 2L (0.25p)
cr
f) Stiind coeficientul de proportionalitate, avem acum formula finald A® = 4];M

cr

Din primul subpunct al problemei, pentru o raza tangenta la discul solar,
AB = 2.124". Totodata, r = RQ = 696000km. Putem calcula MO astfel:

2 2
ABeceR.  (2.124/3600)- (1/180)-(3-10%) -(696000-1000)
0) 4k 4667410

M_= 2 416:10° kg (0.25p)

Aceasta valoare este cu 21.5% mai mare decat valoarea corecta.

Acum folosind M 0= 1.989 o 1030kg , aflam valoarea corecta pentru AB.

4kM . 10”1, 130
A = ——< = A667HI0 L9890 . (180 /1)-3600 = 1.749" (0.25p)

c'R 8,2
o (310" -(696000-1000)




SUBIECTUL II. Curba de lumina. (8p)

Fluxul de lumina provenit de la diferiti astri poate varia din numeroase motive. Atunci cand
observam un astru pentru o perioada suficientd de timp, putem identifica uneori un anumit trend
periodic al strdlucirii, care reiese din curba de Ilumind (reprezentarea grafica a

magnitudinii/stralucirii in functie de timp).

Vom analiza in continuare curba de lumind a unui asteroid din sistemul Solar, urmadrit o lunga
perioada de timp. Asteroidul din acest studiu are doua proprietati speciale: este aproape perfect
sferic si prezinta o suprafatd omogena din punct de vedere compozitional. Se cunoaste diametrul
asteroidului, D = 200 km. In tabel sunt date momentul observarii si magnitudinea in banda V.
Asteroidul se miscd pe o orbita circulara in jurul Soarelui.

a) Trasati curba de lumina a asteroidului reprezentand grafic magnitudinea in functie de
timp. (3p)

b) Determinati perioada de rotatie a asteroidului in jurul Soarelui si raza orbitei circulare. (2p)
c) Determinati albedoul asteroidului. (2p)
d) Determinati unghiul de faza al asteroidului la momentul t = 0. ( 1p)

t (zile) V (mag.)
0 10.12
22 10.5
157 11.86
179 11.94
201 12.0
246 12.03
291 11.96
350 177 Mag. aparenta in V — 26.74
— 11.63 Distanta Pamant — Soare 1.496x10" m
380 11.45 ; .
425 10.94 1 an sideral, P, 365. 25 zile
470 10.22
514 9.66
537 9.73
581 10.4
604 10.76
693 11.7
738 11.92
760 11.99
850 11.98
917 11.67
939 11.5
1006 10.69
1029 10.33




Rezolvare Punctaj
a)
Punctele sunt corect ilustrate pe grafic 24x0,1p= 2.4p
Marimile fizice si unitatile de masura sunt trecute pe axe 0.2p
Valorile numerice pe cele doud axe sunt uniform distribuite 0.2p
Asezarea In pagind si spatierea sunt potrivite 0.2p
10.01 ;
—
5 10.5
z
= 11.0;
>
11.5;
12.0;
0 200 400 600 800 1000
t (zile)
b) Din grafic obtinem perioada sinodica
P = 565 zile (£5 zile)
’ 0,5
dar
4L -1 _ 1
PS B P@ Past
de unde
P = 1030 zile (5 zile)
ast 0 5
Aplicand Kepler III, ’
sfpp \2
r = ( T ‘::l) =2,0UA 1
c) Fluxul reflectat de asteroid este

2

L
o) nD
Freﬂ = A (albedo) X o X =

Fluxul reflectat de asteroid masurat de pe Pamant va fi




F = Frefl
=X f($)

unde f(¢) = % este functia de faza.

La conjunctie avem f(¢) = 1,

aL_p*
F = 2,2
641r A
Constanta solara corespunzatoare magnitudinii in banda V este
F_=_©
©) 4

PS
Din legea lui Pogson obtinem
F 10—0.4(V—VO)

FO
ADY —04(V-V )
PS ' o}
—- =10
16r°A
2,2 —0.4(V-V )
16r°A
A ==—5-x10 ©
D

A = 0.10 (+0.01)

Notatii: 2.0/ —— Pamant
r . — distanta Pamant — Soare —— Asteroid
PS g 1.5 5
oare
r — distanta asteroid — Soare 1.04
A — distanta asteroid — Pamant 0.5

¢ — unghiul de faza

<
R . 2 0.0/
P — perioada sinodica asteroid - W
J -0.51
2T
P =——
S w, —1.0 W
—-1.5-1 ,
d) -2.04
_ -2.0-1.51.0-0.50.0 0.5 1.0 1.5 2.0
sing S0 (T[_d)_ws(t_to)) x (UA)
TPS - T
sing sin (¢+u)sAt) . sin ¢cos o)SAt+cos dsin u)SAt
Tos r r
sin u)SAt
tgp =—

—cos w At
Tps S

Din grafic, la momentul de intenstiate maximd avem
t = 515zile
De unde obtinem momentul la care a avut loc conjunctia inainte de t = 0,
t,=t — P == 50zile (15 zile)

Luand t = 0 siinlocuind At = 0 — (— 50) = 50 zile, se obtine in relatia unghiului de faza
SSGOSZZL:lee

50 zile

565 zile

sin 21
tgq) = —2ua

1UA

cos 2T

de unde
tgd = 0.46
¢ = 25" (+1)

0.5

1.5

0.25

0.25

0.5




SUBIECTUL III. Relatia masa-luminozitate (9p)

In astronomie exista o relatie care leaga masa si luminozitatea unei stele. In forma ei generala, se
poate scrie ca:

L M P
Ly (MO)

unde L este luminozitatea stelei, M este masa stelei, L@ este luminozitaea Soarelui, M@ este

masa Soarelui, iar o si B sunt coeficienti care variaza in functie de masa stelei pentru care este
aplicata relatia. Intr-o prima aproximatie se poate presupune ca acesti coeficienti sunt constanti in
cadrul unuia dintre cele trei intervale de masa: mase mici, mase intermediare, mase mari.

a) Care este valoarea masei minime posibile pentru o stea? De ce exista o astfel de valoare
minima? (0.5p)

in tabelul 1 de mai jos sunt date masele si luminozitatile a 22 de stele cu mase mici sau
intermediare.

b) Pe foaia cu scara logaritmica primitd Tmpreuna cu subiectele, marcati punctele
corespunzatoare. Aceasta foaie va fi predata la final impreuna cu rezolvarile. (3p)

Tabel 1 Mase Si luminozitéti pentru stele mici Si intermediare

Steaua Masa (M @) Luminozitatea (L G)
S1 0,88 61 x 10~
S2 3,61 148,55
S3 27,95 61,05 x 10"
S4 0,22 79 % 10~
S5 0,41 28 x 10°°
S6 0,17 44 % 10"
57 0,29 13,74 x 10
S8 14,66 45.5 x 10°
S9 32,57 13 x%10°
S10 7,69 3.49 x 10°
S11 21,21 2025 x 10°
12 0.10 13,10 x 10"
S13 0,25 939 x 10
S14 0,32 16,40 x 10
S15 0.14 22,23 x 10 "
S16 0.55 54,15 x 10 _°
§17 0.62 70,12 x 10"
S18 42,37 325 x 10°
S19 1,25 2,40
520 2,74 56,40
S21 1,89 12,76
522 1 99,9 x 10




c) Care sunt stelele de masa mica si care sunt stelele de masa intermediara? Dati raspunsul
in functie de numele lor: litera S urmata de un numar. Justificati raspunsul. (0.5p)

d) Determinati valorile coeficientilor a si B pentru mase mici, respectiv pentru mase
intermediare. (2p)
e) Descrieti cum ati fi rezolvat problema daca in loc de foaia cu scara logaritmica vi s-ar fi dat
o simpla hartie milimetrica. (0.5p)
Pentru stelele de mase mari, exponentul B are valoarea 1. in acest caz nu este nevoie de scara
logaritmica pentru a determina coeficientul ramas.

f) Folosind datele din Tabelul 2 pentru stele masive, marcati punctele pe hartia milimetrica
primita si determinati valoarea lui a. Hartia milimetrica va fi predata la final impreuna cu
rezolvarile. (2.5p)

Tabel 2. Mase Si luminozitati pentru stele mari.

Stea Masa (M ) Luminozitatea (L x10%)
S23 65.23 2.21
S24 74.89 2.63
S25 98.21 3.40
S26 124.58 4.45
S27 109.51 3.95
S28 89.12 3.22
S29 81.81 2.95
S30 116.11 4.16
S31 132.76 4.57
S32 70.12 2.51




BAREM

a) Masa minima posibila pentru o stea este de 0, 08Mo' Aceasta este masa minima necesara

pentru ca o stea sa sustina fuziunea hidrogenului in miezul sau, procesul care defineste o
stea. (0.5p)
b) Punctele sunt corect ilustrate pe grafic 20x0,15p= 3p

Relatia masa-luminozitate

L/L «

M/M

c) Masa mica: S4, S5, S6, S7, S12, S13, S14, S15, S16, S17
Masa intermediara: S1, S2, S3, S8, S9, S10, S11, S18, S19, S20, S21, S22 (0.25p)
Trecerea de la masa mica la masa intermediara se poate observa in grafic prin
discontinuitatea ce are loc in apropierea stelelor cu masa egala cu masa soarelui. (0.25p)
d)



107

10°

10"

107!

103

Relatia masa-luminozitate

10°

Analizand relatia din problema prin aplicarea logaritmului si in stdnga si in dreapta
vom obtine:

stelele S5 si S12:

M/M «

§
M M
log aX(M—Q) = loga + BIogM—(D

Calculam acum panta celor doua dependente liniare, intai pentru mase mici utilizand

Deci coeficientul § se poate calcula ca:

L

L
S5 512
— log
LO

M M
log a+ Blog —*—log a — Blog —*2
L _ g a+ Blog u, —log Blog M,
M - M M
S5 lO 512 lO S5 _ lO S12
MO g MO g MG) g MO

M M
log a+Blog -~ log a—Blog -
©

M M -
S5 $12

—log
MO MO

log




f)

L.
512

L log 0,028—log 0,00131

1 i
og— —log

B = ., T log 0,41—log 0,1 = 2,17 £ 0.02 (0.5p)
log Mo—long ) )

Orice valoare apropiata raspunsului se puncteaza maxim, daca procedura din barem a fost
urmata si calculele sunt corecte.

Coeficientul a se calculeaza din relatia masa-luminozitate pentru oricare dintre punctele
date, care se afla pe linie:

L M

log—==loga + Blog ==

9= log 9,
L M

loga = log == — Blog ==
g 97, B 9,

loga = log 0,028 — 2,17 X log 0,41
loga =— 0,713 =a = 0,19 £+ 0.01 (0.5p)

Orice valoare apropiata raspunsului se puncteaza maxim, daca procedura din barem a fost
urmata si calculele sunt corecte.

Relatia pentru stele de mase mici este:

Pentru mase intermediare, repetdm procesul de mai sus, considerand stelele S22 si S10:

510 LSZZ

L
log——lo
g L, g

_ Lo __ log3490—log1l -
B o Ms1o Mz - lOg 7,69—10g 1 - 3’ 999 ~4 i 0' 02 (0'5p)
logﬁ logM—O

Orice valoare apropiata raspunsului se puncteaza maxim, daca procedura din barem a fost

urmata si calculele sunt corecte.

L M

522 522

BgMO

loga = log

LO
loga = logl — 2,17%xlog1l =0 =
S>a=10"= 1+ 0.01(0.5p)
Relatia pentru stele cu mase intermediare este:
4

L (L)

LO MO
Daca in loc de foaia cu scara logaritmica am fi folosit hartie milimetrica, pentru fiecare stea
ar fi trebuit sa calculam log LL si log ML . Realizadnd apoi graficul log LL pe axa QY si

O] O] O]
log ML pe axa OX am fi obtinut aceleasi puncte si aceleasi drepte printre puncte ca in
©

cazul foii logaritmice, de unde am fi determinat in acelasi mod « si B. (0.5p)
Pentru stele cu mase mari, relatia masa-luminozitate este:



166 Relatia masa-luminozitate

4.5

4.0 A

*
=~ s
~
3.0~
2.5
7"0 8‘0 9ID 160 1Zi.0 1éO 13;0
MM «
- Punctele sunt corect ilustrate pe grafic 10 x 0,15p = 1.5p
- Valorile numerice pe cele doua axe sunt uniform distribuite 0.2p
- Asezarea In pagina si spatierea sunt potrivite 0.1p

Aplicand relatia pentru stelele S24 si S30 obtinem:

LS30 _ LSZ4

L L
0] 0]
tanf = —=>—>-= «
MS30 _ M524
MO MO

416 x10°-2,63 x10°

4
116,11-74,89 = (3,71 £ 0.02) x10 (0.7p)

Relatia pentru stele cu mase mari este:
L 4 M
— = 3,71 X10 X——
LO MO

Pentru rezultate obtinute cu metoda celor mai mici patrate care sunt in concordanta cu rezultatele
din barem se acorda punctaj maxim.



