OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX - a

Problema 1. In planul triunghiul ABC se considers punctele M, N si P astfel incat AM =

3 1 2
-A—B>—|— n -14—C>’,§]_>V: -B—C>’+n+ -B—1>4,respectivC’—P>: -CT>4+n+

CB
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unde n € N*,

o o . o o N . -— _—
a) S& se arate cd existd un numar « > 0, astfel incat MB = o - CM;

b) Sa se determine valoarea lui n € N*, astfel incat dreptele AM, BN si C'P sa fie concurente.

—
- AC, care se scrie echivalent

— 4
Barem de corectare. a) Din relatia AM = —— - AB +
n+4 n +

—

_— - —_— —
n(AM—AC) :4(AB—AM)<:>n~CM:4~MB, rezultd ci M € (BC) si MB =

b) Analog, din celelalte doud relatii se obtine c& N € (AC), P € (AB), NA- 3 si B =

n+2 MB NC PA
. Dreptele AM, BN si C'P sunt te, daca si i daca . . =
reptele , si C'P sunt concurente, daca si numai daca O NA PB

n(n+1)(n+2)=24,deunde se obtine c& n = 2. ... ..ot (4p)

Problema 2. Fie a, b si ¢ trei numere reale care verifica relatiile a + b+ ¢ = 12, a® + b* + ¢ = 56

si abc = 48. Sa se calculeze ab + ac + be si valoarea expresiei

1 1 1
Tabtc—11 beta—11  catb—11
1
Barem de corectare. Avem ab—i—ac—l—bc:5((a+b+c)2—(a2+b2+c2)):44, ........ (2p)
tiv B 1 n 1 n 1 1 . 1 N
respectiv F = -
P ab—a—b+1 bc—b—c+1 ca—c—a+1 (a—1)(b—=1) (b—1)(c—1)
1
............................................................................ 3
(a—1)(c—1) (3p)
b -3 b -3 3
de unde FE = Crore = eroreTs 2 (2p)

(a—1)(b—1)(c—1) abc— (ab+ac+bc)+ (a+b+c)—1 "5



Problema 3. Fie a,b € R. Sa se arate ca:

a) dacd m si n sunt doud numere naturale de aceeasi paritate, atunci

am + bm an + bn < am—l—n + bm—l—n.

2 2 - 2 7
) at+b a®+b a*+b’ < a®+b°
2 2 2 2
Barem de corectare. a) Inegalitatea se scrie echivalent, (a™ — ™) (a™ —b") > 0.......... (2p)

Cum numerele m gi n au aceeasi paritate, sgn (a™ — b™) = sgn (a” — b"), pentru orice a,b € R,

de unde obtinem ca (a™ — b™) (a" — b™) > 0, adica are loc inegalitatea din enung. .......... (2p)

a+b ad+0bv a2+b2<a4+b4
2 2 2 = 2

b) Folosind inegalitatea de la punctul a), avem M, = <

e
2 -2

Problema 4. Fie numerele m,n € N*, cu (m,n) = 1.

. . . mk
a) Sa se arate ca multimea { {—}

n

k=1,2, ,n} are n elemente;
. " [mk
b) Sa se calculeze S = E [—} :
n
k=1

Nota. [z] §i {z} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului x.

Barem de corectare. a) Daci i,j € {1,2,...,n} cui # j, atunci {@} = {@} e
n n n

mj m(t—7
- _ M € Z. Dar cum (m,n) = 1, rezultd c& n | i — j, ceea ce este imposibil deoarece

k
0 < |i — j| < n. Asadar, multimea {{m—}
n

k=1,2,.., n} are n elemente. .............. (3p)

b) Pentru fiecare k € {1,2,...,n}, din teorema impartirii cu rest, existd un ¢, € N gi un r, €

k
{0,1,...,n — 1}, astfel incat mk = n - g + 11, de unde {m_} = {qk + T—k} Ik Obtinem astfel
n n

n

n n—1
N mk ko n—1

ca E {7} = E E = D TTTessecceeeiiiiiiiiiiii (2p)
k=1 k=0

Asadar, S = mk_ fmk - k — mk :m(n+1)_n—1 ........... (2p)

n n n n 2 2
k=1 k=1 k=1

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



