
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 8. 02. 2025

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

Problema 1. În planul triunghiul ABC se consider¼a punctele M;N şi P astfel încât
��!
AM =

4

n+ 4
��!AB+ n

n+ 4
��!AC; ��!BN =

3

n+ 4
���!BC+ n+ 1

n+ 4
��!BA, respectiv �!CP = 2

n+ 4
��!CA+ n+ 2

n+ 4
���!CB,

unde n 2 N�:

a) S¼a se arate c¼a exist¼a un num¼ar � > 0; astfel încât
��!
MB = � � ��!CM ;

b) S¼a se determine valoarea lui n 2 N�; astfel încât dreptele AM; BN şi CP s¼a �e concurente.

Barem de corectare. a) Din rela̧tia
��!
AM =

4

n+ 4
� �!AB + n

n+ 4
� �!AC; care se scrie echivalent

n
���!
AM ��!AC

�
= 4

��!
AB ���!AM

�
, n � ��!CM = 4 � ��!MB; rezult¼a c¼a M 2 (BC) şi ��!MB = n

4
� ��!CM;

adic¼a � =
n

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Analog, din celelalte dou¼a rela̧tii se ob̧tine c¼a N 2 (AC) ; P 2 (AB) ; NC
NA

=
n+ 1

3
şi
PA

PB
=

n+ 2

2
: Dreptele AM; BN şi CP sunt concurente, dac¼a şi numai dac¼a

MB

MC
� NC
NA

� PA
PB

= 1 ,

n (n+ 1) (n+ 2) = 24; de unde se ob̧tine c¼a n = 2: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

Problema 2. Fie a; b şi c trei numere reale care veri�c¼a rela̧tiile a+ b+ c = 12; a2 + b2 + c2 = 56

şi abc = 48. S¼a se calculeze ab+ ac+ bc şi valoarea expresiei

E =
1

ab+ c� 11 +
1

bc+ a� 11 +
1

ca+ b� 11 :

Barem de corectare. Avem ab+ ac+ bc =
1

2

�
(a+ b+ c)2 � (a2 + b2 + c2)

�
= 44; . . . . . . . . (2p)

respectiv E =
1

ab� a� b+ 1+
1

bc� b� c+ 1+
1

ca� c� a+ 1 =
1

(a� 1) (b� 1)+
1

(b� 1) (c� 1)+
1

(a� 1) (c� 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

de unde E =
a+ b+ c� 3

(a� 1) (b� 1) (c� 1) =
a+ b+ c� 3

abc� (ab+ ac+ bc) + (a+ b+ c)� 1 =
3

5
. . . . . . . . . . . (2p)



Problema 3. Fie a; b 2 R. S¼a se arate c¼a:

a) dac¼a m şi n sunt dou¼a numere naturale de aceeaşi paritate, atunci

am + bm

2
� a

n + bn

2
� am+n + bm+n

2
;

b)
a+ b

2
� a

2 + b2

2
� a

3 + b3

2
� a6 + b6

2
:

Barem de corectare. a) Inegalitatea se scrie echivalent, (am � bm) (an � bn) � 0 . . . . . . . . . .(2p)
Cum numerele m şi n au aceeaşi paritate, sgn (am � bm) = sgn (an � bn) ; pentru orice a; b 2 R,
de unde ob̧tinem c¼a (am � bm) (an � bn) � 0; adic¼a are loc inegalitatea din enuņt. . . . . . . . . . . (2p)

b) Folosind inegalitatea de la punctul a); avem Ms =

�
a+ b

2
� a

3 + b3

2

�
� a

2 + b2

2
� a4 + b4

2
�

a2 + b2

2
� a6 + b6

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Problema 4. Fie numerele m;n 2 N�; cu (m;n) = 1:

a) S¼a se arate c¼a muļtimea
��

mk

n

� ���� k = 1; 2; :::; n� are n elemente;
b) S¼a se calculeze S =

nX
k=1

�
mk

n

�
:

Not¼a. [x] şi fxg reprezint¼a partea întreag¼a, respectiv partea fracţionar¼a a num¼arului x:

Barem de corectare. a) Dac¼a i; j 2 f1; 2; :::; ng cu i 6= j; atunci
�
mi

n

�
=

�
mj

n

�
, mi

n
�

mj

n
=
m (i� j)

n
2 Z: Dar cum (m;n) = 1; rezult¼a c¼a n j i � j; ceea ce este imposibil deoarece

0 < ji� jj < n: Aşadar, muļtimea
��

mk

n

� ���� k = 1; 2; :::; n� are n elemente. . . . . . . . . . . . . . . (3p)
b) Pentru �ecare k 2 f1; 2; :::; ng ; din teorema împ¼aŗtirii cu rest, exist¼a un qk 2 N şi un rk 2

f0; 1; :::; n� 1g ; astfel încât mk = n � qk + rk; de unde
�
mk

n

�
=
n
qk +

rk
n

o
=
rk
n
: Ob̧tinem astfel

c¼a
nX
k=1

�
mk

n

�
=

n�1X
k=0

k

n
=
n� 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Aşadar, S =
nX
k=1

�
mk

n
�
�
mk

n

��
=
m

n

nX
k=1

k �
nX
k=1

�
mk

n

�
=
m (n+ 1)

2
� n� 1

2
. . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


