OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a IX-a

1. (a) Arataticd a®+b%+c®—3abe = (a+b+c)(a*+b*+c* —ab—bc—ca), Va,b,c € R.
(b) Demonstrati ca dacd a,b,c > 0 si a® + b + ¢ = 3, atunci ab + bc + ac < 3.

Romeo Ilie

Solutie.
(a) Relatia se demonstreaza prin calcul direct .......... ... .. ... ... 2p

1
(b) Solutia 1. Din a* +b*+c* —ab—bc—ca = 5[(a—b)2+(b—0)2+(c—a)2] >0
a®+ b+

si relatia (a) rezulta abe < — 5 Ya,b,c>0.
(Se poate aplica direct inegalitatea mediilor.)
........................................................................... 1p
Fie a,b, c > 0, astfel incat a3 + 0% + ¢ = 3.
a® + 00+ 1 s
Avemab=a-b-1< — 3 si inegalitatile analoage.................. 2p
2(a® + b3+ )+ 3
Rezulta ab + bc + ca < (a” + 3+C)+ = 2p
Solutia a 2-a. Fie a,b,c > 0, astfel incat a® + b3 + ¢ = 3.
Din convexitatea functiei f: (0,00) = R, f(z) = 23, rezulta
a+b+c\’ _; atbte) _ fla)+fO)+f(0) _a®+0+
3 B 3 - 3 B 3 -
Rezulta O < a4+ b+ c < 3., 3p
Atunci 3(ab+bc+ca) < (a+b+¢)* <9, de unde ab+bc+ca <3....... 2p

Observatie. Egalitatea se realizeaza daca si numai daca a =b=c = 1.



2. Rezolvati ecuatia [x]? = 3z + 3, unde prin [a] s-a notat partea intreagi a numarului
real a.

Florin Carstea

Solutie.

Din relatia x = [z] + {x}, rezultd ca ecuatia poate fi reprezentata echivalent prin
(2] = 3[x] — 3 =3{T} oo 1p
Din proprietétile [x] € Z si {z} € [0, 1) rezulta [x]* — 3[z] —3 € ZN]0,3) = {0, 1, 2}.
................................................................................ 3p
Ecuatiile 2 — 3t —3 = 0 i > — 3t — 3 = 2 nu au rad&cini intregi.............. 1p
Ecuatia t? — 3t — 3 = 1 are radicinile intregi t; = —1 si ty = 4.

. . 1 2 . 1 13
Obtinem solutiile xy = —1 + 3= 38®m= 4+ g T g 2p

3. Fie triunghiul ABC si punctele D, E, F, G, H astfel incat @ 13? E ?
ﬁ 153 ﬁ lb‘?ﬁ si E"[j} lﬁ Dreptele GH si AC se 1ntersecteaza in 7,

iar BE si AC' in J. Aratati ca exista k € R astfel incat ﬁ =k- 1? Cﬁ =k- ?
si B? =k- ﬁ

Ioana Masca

Solutie.
Al AG :
HG||FD, ca linie mijlocie in triunghiul DEF. Rezulta c = oD (teorema lui
Thales iIn AACD, cu GI||DC), iar AG = 3GD. Obtinem Al = 31% .......... 2p
1 1 I
HG =-FD =-DC, iar &1 = — (AAGI ~ AADC), de unde GI = 3HG.
2 4 DC ~ AD 14
Rezulta (7} = 3}@ ............................................................ 2p
Aplicand teorema lui Menelaus, obtinem:
EB AJ DC JA BC ED
7 E%g XCABC(}]&secanta AD) si Eg—DAgﬁ - 1 (AACD, secanta B.J).
o2 i 2~ — 2 Reml _ _ BE — 3E
Obtinem 77 AT si 7A Rezulta 77 17 = 3, deci 3—{]>
Prin urmare, k = 3 ... o, 3p



4. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ABC si D, E, F
picioarele bisectoarelor unghiurilor A, B, respectiv C'. Aratati ca daca

(b+)AD + (c+a)BE + (a + b)CF = 0,
atunci ABC este un triunghi echilateral.

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie.

Din teorema bisectoarei rezulta (b + C)ﬁ — bAB + cAC. Au loc relatii analoage
pentru bisectoarele BE si C'F ... o 3p
Inlocuind in relatia din enunt, obtinem (b — a)zﬁ + (c— b)B? + (a — c)CTZl Y
................................................................................ 1p
DinB?:B_j‘l—l—ﬁ,rezulté(2b—a—c)1ﬁ+(20—a—b)m:6) ........... 1p
Deoarece vectorii 1@ si 1@ sunt necoliniari, avem 2b =a+csi 2c=a+b .... 1p
Rezulta a = b = ¢, deci ABC este un triunghi echilateral....................... 1p



