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Etapa locala-21 februarie 2020

CLASA A V-A
SOLUTI SI BAREM

a) Cercetati dacd (72 +17% +471 ) (1 1*+23% + 372) este pdtrat perfect,

L b) Cercetati dacd 2020°°°poate fi scris ca sumd de patru pdtrate perfecte.
a) 7°+17° +41> =49+ 289 +1681=2019 Ip
117 +23% +37> =121+ 529 +1369 = 2019 Ip
20192019 = 2019 este patrat perfect Ip
b) Observa ca 2020 poate fi scris ca suma de patru pétrate perfecte: Ip
2020=7"+17° +41* +1* =11> +23* +37° +1°
202071 = 2020°'%. 2020' = 2020*"%. (72 + 172 + 41> + 12) Ip

Observi ci 2020°%' = (20201009)2 este pitrat perfect Ip

20207 = (7.2020°°F +(17.2020°F + (41.2020"°° + (1-2020"°} sau Ip
20207 = (11.2020f +(23-2020"% +(37-2020"° + (12020
a) Determinati cifrele a si b astfel incdt numdrul ab6 scris in baza zece sdi verifice relatia:
2. 61756 — 2a+b+1

b) Ardtati cd numdrul A=4"".5" 2.5 1.2.4" . 5" 4 22"2.5" este divizibil cu
2020, oricare ar fi numdrul natural nenul n.

a) Numerele de trei cifie care pot fi scrise ca puteri ale numarului 2 sunt 1p
urmatoarele: 128, 256, 512
ab6 =256 rezultd a=2, b=5 Ip
22+5+l — 28 — 256 lp

b) A — 4n+3 . Sn _|_4n . 5n+2 +2 . 4n+l . 511 +4n+1 . 5/1: lp
=4".5" (£ +5 424+ 4)= Ip
=4".5" (64 +25+8+4)=20" 101 = Ip
=20"".20-101=20""-2020 i 2020, pentru orice numir natural nenul Ip




Ardtafi cd suma tuturor numerelor care impdrtite la 2020 dau restul de doud ori mai mare

decdt cdtul , se poate scrie ca produsul a trei numere consecutive.

Aplica teorema impdrtirii curest d=7-c+r, r=2c¢, r<i Ip
Observi cd restul maxim este 2018, deoarece r =2¢= par si r <2020 Ip
Numerele c3utate sunt de forma: x, =2020-¢,+2-¢, =2022-¢,, unde lp
0<e¢,<2018:2

S=x+x,+..+x,=2022.-04+2022-1+2022-2 +...+ 2022-1009 2p
§'=2022-1010-1009:2 Ip
S§'=1009-1010-1011 Ip

Inainte de inchiderea unui magazin mai erau patru clienfi care au cumpdrat toatd
cantitatea de pdine existentd. Sd se afle cdte pdini au fost, dacd fiecare client a cumpdrat
Jumdtate din cantitatea de pdine care se gdsea in momentul cénd i-a venit rdndul si incd o

pdine.

Daci toatd cantitatea de pdine a fost cumparati inseamnd ci ultimul client a luat

ultimele paini. El a luat o péine plus jumitate din cantitatea existentd, inainte de | 3p
a lua el painea. Deduce ci jumitate din cantitatea existentii este egald cu o péine.
Rezultd cd ultimul client a luat 1+1=2 pAini.

Cel de-al treilea client ( penultimul ) a luat o pdine plus jumitate din cea existents;
14+2=3 paini reprezintd jumitatea; 2-3 =6 piini existau in magazin atunci cAnd a | 2p
venit rindul celui de al treilea.

Analog, deduce cd al doilea client a luat 8 paini, cd primul client a luat 16 paini. | Ip
In total au fost 2+4+8+16=230 paini. Ip
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CLASA A VI-A
SOLUTI SI BAREM

Se considerd multimile:

A={xeN/x=5n+3,neN} si B={xeN/x_<_2020}.

1. a) Determinati numdrul de pdtrate perfecte din mulfimea ANB;
b) Determinati numdrul de pdtrate perfecte din mulfimea A\ B.

a) Cazul I- dacd n=par rezultd cd u(5n): 0 si u(Sn +3)= 3 Ip
Cazul II -dacd n=impar rezultd ca u(Sn)z 5 si u(5n+3)= 8 Ip
Deduce ci orice numir de forma 5n+3 nu este patrat perfect si implicit Ip
multimea A nu confine niciun pétrat perfect.

AN B nu contine niciun patrat perfect 1p

b) Calculeazi 44> =1936 si 45% =2025 Ip
Deduce ci multimea B are 45 pitrate perfecte ( 07,17, 22,...,44%) lp
Rezulth ci AU B are 45 pitrate perfecte 1p

a) Determinati numdrul prim p si numdrul natural q asifel incdt.: p>+57 +31=3181%;

2. G.M.
b) Determinafi numerele prime a, b, c astfel incdt: a+2b b J7r ¢ 761; a
G.M.
a) Calculeazd ultima ciftd u(3 1814 ) =1 pentru orice ge N; p e numir prim, Ip
reuld p22= u(S”): 5
Deduce ci u(pz): 5 reaults p?i5,dar peprim = p=35 Ip
PP +57+31=5"+5 +31=3181=>¢=1 Ip
1
b) a ;_3% = 761_; ?_ l7(a+ 2b)= 13(7c + a):> 4a+34b=9l1c P
Deduce 9lc=par, c=prim=>c=2 Ip
1
”;%:5’%%37(“21)) 13(p+2)= Ta+b=26 P
Deduce a=3,b=35 Ip

Care a fost pretul inifial?

3. | @) Dupd doud scumpiri succesive de cdte 20% fiecare, pretul unui obiect este de 2880 lei.




b) Bisectoarele unghiurilor adiacente 2AOB si #BOC formeazd un unghi de 15°. Sii se
arate cd:
150°<5- #£40B + 6+ 2BOC<180°.

1
a) Fie y pretul produsului dupd prima scumpire; % y=2880 P
Calculeazd  y =2400lei Ip
1
Fie x pretul produsului initial % - x = 2400 P
Calculeazi  x = 2000 1p
b) Fie OM si ON bisectoarele unghiurilor #AOB si £BOC, atunci
AMON=15° Ip
4A0C=4A0B+4BOC=24MOB-+24BON=24MON=30"
5-A0B+6-4BOC>5-2A0B+5-4BOC
5-4A0B+6-4BOC>5-(£A0B+4BOC) Ip
5.-4A0B+6-4BOC>5-30°
5-4A0B+6-4BOC<6-4A0B+6-4BOC Ip
5-4A0B+6-4BOC<6-(4A0B+4BOC)
5.-4A0B+6-4BOC<6-300
In jurul punctului O se considerd unghiurile 2AOB, #BOC, £#COD, #DOE si
ZEOA, astfel incdt mdsurile lor sunt direct proporfionale cu cinci numere
, 4A0B 1 L
naturale consecutive. Dacd =~ , ardtati ca punctele A, O, D sunt
4BOE 3
coliniare.
Fie a, b, ¢, d, e misurile unghiurilor £AOB, £BOC, £COD, ADOE si
1
AEOA;£=b=C :d: e neN' p
n n+l n+2 n+3 n+4
4A0B 1 1
=-= a :l:>3a=a+e:>2a=e P
4BOE 3  g+e
1
a__¢ :>£= 2a :>l= 2 =>n=4 P
n ntd n n+d n n+4
1
a_b_¢_d_¢ poacak, b=5k, c=6k, d=Tk, e=8k P
4 5 6 7 8
a+b+c+d+e=360°=30k=360°=k=12" Ip
a=48°,b=60°, c=72°, d=84", e=96° Ip
AA0D=4A0E+4FE0D=96%+84%=180° = A, O, D coliniare Ip
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CLASA A VII-A
SOLUTII ST BAREM

a) Ardtaticd x = \/ > \/ 53 \/ 535 este un numdr natural divizibil cu 9.

+ +
1 0,0(2) 10,0002) 1Y 0,00002)

b) Oricare ar fi x numdr intreg, ardtati cd numerele a = 3x+1 si b= X2 nu pot fi simultan
numere intregi.

1
a) Cunoagte cd 0,0(2) = —2—; 0,0(02) = ——2——; 0,0(002) = L P

90 990 9990

1

Calculeazi —5———=5:£=225=152; 55 =55:i=27225=1652; P
0,0(2) 90 0,0(02) 990
535 _ 555 :L = 2772225 =1665>

0,0(002) 9990
Calculeazi x=1845e N 1p
1+8+4+5=18=x19 Ip
b) Presupunem ci existi x cu proprietatea din enunt. Rezultd c¢i 3x=2a-1 si|lp
Sx=4b+2.
Constati ci 2a—1= impar oricare ar fi a numir intreg, 45+ 2 = par oricare ar fi b numiar | 1p
intreg.
Rezultd c& 3x = impar si 5x = par. Contradictie. Ip

a) Se considerd numerele rationale x,y,z astfel incdt xy+ yz + zx = 2020. Ardtati cid numdrul
A =/(2020+x?)2020 + 2 J2020 + 2* ) este ragional.
b) Fie numdrul x =1+ 7+ \/72 + \/’73 +..+ \/72020. Ardtati ca T +1=x+7°° 7.

a) 2020+x” =xp+ yz+ 25+ X" = Y(x+2) + x(x +2) = (x+ 2)(x + ) 2p
Analog 2O2O+}’2 :(x+y)(y+z) si 2020+ z* =(x+z)(y+z)

Atunci A=\/(x+y)2(y+z)2(z+x)2 = Ip
=|(x+y)(y+z)(z+x)eQ. Ip
b) Calculeazi T =TT T T Ip
AT 1= 1T AT 4T ot T = x T Ip

xﬁ+1=x+71°’°\/7 Ip




Fie ABCD un pdtrat de laturd | si M,N mijloacele laturilor BC, respectiv CD.

a) Ardtaticd AM 1 BN.
b) Ardtati cid DT =1, unde {T} = AM N BN.

a) ABAM = ACBN (C.C.)Rezultd ci 8 BAM =4 CBN;4 AMB =4 BNC; 1p
In ABAM : 4 BAM +% AMB =90°, Ip
in ABTM : # BTM = #% 180° — (4 TBM +#% TMB)=180° — (4 BAM +4 AMB) Ip
=180° —90° =90°.
Rezultd ca AM L BN.
b) Fie P mijlocul lni AB; DN = BP = %; DN || BP. Rezulta cd DPBN paralelogram Ip
Fie {O} = DPN AM;DP| BN = PQ| BT sicum P este mijlocul lui AB rezultd ca& PQ
linie mijlocie in A ABT = Q - mijlocul i AT = DQ mediand n ADAT. Ip
BT 1AM, PQ| BT = PQ | AM = DQ 1. AT = DQ iniltime in ADAT. Ip
Cum DQ -mediand si indltime I ADAT = ADAT isoscel = DI'=AD =1 Ip
Fie cercul C(O,r) si A un punct exterior cercului astfel incdt unghiul format de tangentele Iy
cerc AM §i AN (M ,N e C(O, r)) are mdsura de 30°.

Ardtati cii AMNP este echilateral, unde P este mijlocul segmentului AO.

G. M. supliment
AM , AN tangente la cerc =AM | OM, AN 1 ON, AM = AN
Ip
AO —bisectoarea £ MAN =>4 OAM =% OAN =15 Ip
OA— bisectoarea £ MON; % AOM =% AON =180° —15° —90° = 75°.
1

MP,NP mediane i triunghiurile dreptunghice AZ40,NAO = MP = NP = —/12—0 => AMNP P
isoscel.

AAPM isoscel (AP = PM) =>4 AMP =4 MAP =15° i APM =150°, Ip
Analog AAPN isoscel (AP = PN); 4 ANP =4 PAN =15° si 4 APN =150°.
4 MPO =% NPO =180° —150° =30°. Ip
% MPN =4 MPO +# NPO =30° +30° = 60°. Ip
AMPN isoscel, 4 MPN =60° = AMPN echilateral. Ip
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CLASA A VIII-A
SOLUTII ST BAREM
a) Aflati numerele x,y e Q astfel incdt Foyy2020 2020.
1 y++/2020
b) Fie numerele reale nenule a,b,c,d astfel incdt 1 + % + 1 +—(1; = 0.
a c

Calculati valoarea expresiei:
btc+d c+d+a d+a+b a+b+c
+ + + :

b+c+d c+d+a d+a+db a+b+c
+ + + =
a b ¢ d

—4

a b c d
R.M.T.
a) x—34/2020 = 2020y +2020~/2020 Ip
x~2020y =+/2020(y +2020)
%,y € Q= x—2020y € Q = ~/2020 - (y +2020) € O = y+2020 = 0 => y = —2020 Ip
Calculeazi x =—20207, Ip
1
b) i+l+l+l=O:>(a+b+c+a’)- LML =0, unde a+b+c+d=+0. P
a b c a b ¢ d
1
a-l+a-l+a~l+a-l+b-l+b~l+b~l+b-i+c-l+c-l+c-l+c-i+d-l+d‘l+ P
a c d a b ¢ d a b c a b
a’-l+d-i=0
c d
1
1+1+]+1+ﬂ+2+£+ﬁ+é+i+é+£+ﬁ+ﬂ+£+i=O. P
d ¢c ¢ ¢ a a a b b b
Ip

Caleulafi: S =[1-3+8|+[2-4+8|+...+ 1100102 +8]
(unde am notat [x] partea intreagd a lui x ).

G.M. supliment

Observd cd termenii sumei sunt de forma l\/n “(n+2) +8J unde n>1,neN. Ip
Aratd ci (n+1)° <n-(n+2)+8, oricare ar fi ne N,n>1. Ip
nn+2)+8<(m+2)> =>n* +2n+8<n’ +4n+4=>2mn>4=>n>2. Ip




(n+1)2 <n-(n+2)+8<(n+2)2 penttu n>2,ne N.

n+l<1/n‘in+2i+8 <n+2, pentru n>2,neN:>L/n'in+2i+8J=n+l, pentru

n>2,neN.

Ip

Pentru »n=1, \/1-3+8J=3; Pentru n=2,[\/2-4+8J=4 Ip
S=3+44+4+5+6+..+10l=>S=3+4+1+2+3+4+5+...+10D)—(1+2+3) Ip
S=7+101-51—6= S =5152. 1p

Se considerd cubul ABCDA'B'C' D' cu muchia 2a.

a) Dacd O este centrul fefei ABCD, calculati cosinusul unghiului format de dreptele BC si D'O.

b) Calculati distanta de la punctul C'la planul (A'D'O).

a) AC =2a2, AO = aJ2; prin T. Pitagora 1p
A4 A0 = A'0 =+ (2a)’ +(m/§)z = 4'0=a6=D'0.
A'D'|| BC = cos(& (BC,D'0)) =cos(4(A'D'; D'O)) =cos(4 A'D'O) = Ip
. Ip
DS e 1 —\/—g-,unde S = mijjlocul i 4'D".
D'O a6 J6 6
b) Fie M, N —mijloacele laturilor ABsi CD = (A' D'O)= (A'WD'). Construim 2p
C'K 1LD'N(1)
A'D'LD'D,A'D'1L D'C'= A'D' L (DCC'D"); C'K < (DCC'D')=> A'D' 1. C'K (2)
Din (1)5i(2) >C'K L (A'D'O)=d(C"',(A'D'0))=C"'K.
C'K hiltime in AD'NC; D'N = w/(Za)2 +a* =V5a* =aJ5=C'N
Fie NT LD'C',TeD'C'=C'K-D'N=C'D"NT = C'K -a/5 =2a-2a = 2p
CK = 2a-2a SOk = 4av5
a5
Rombul ACMN si triunghiul echilateral ABC sunt situate in plane perpendiculare. Dacd
AB =a, m(% ACM )=60"°CO 1. BM,Q e BM,AP 1 BN, P € BN, atunci:
a) Sd se afle aria patrulaterului ACQP.
b) Sd se arate cdi planele (BMN) si (ACQP) sunt perpendiculare.
a) AB=AN =a= A4BN isoscel, AP 1. BN =[AP] - mediand = P mijlocul [BN]
BC =CM =a= ABCM isoscel, CQ 1. BM = [CQ] - mediand = Q mijlocul [BM] Ip
Rezultd [PQ] linie mijlocie h ABMN = PQ || MN = PQ || AC
Fie D—milocul [AC]; AABC —echilateral = BD | AC, BD — (BCA), Ip
(ABCYN(MCA)= AC, (ABC) L (MCA)= BD 1 (ACM)= BD 1. DM
BD = %/—3— s AACM — echilateral = MD = 9—2——3— = ABDM dreptunghic isoscel
= BM = g
Ip
DQ=BQ:QM:%=£’—{§—
AAQOM = ACOM(IC) = AQ = QC = AQAC -isoscel; D —mijlocul [AC|= QD 1 AC Ip




(Mﬁ a6
4 _lc+pg)op o \""2) 4 _ 3a’V6
ACOP 9 Acop = 5 Acop = 16

b) CO L BM,AQ | BM,CQN AQ = {0},CO, AQ — (ACOP) = BM L (ACOP)
= (BMN) L (ACOP).




