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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 16 februarie 2020
Clasa aVIlI-a

Problema 1. Se dau numerele reale x,y,z = 0, diferite de 3. Daca x +y +z = 3, aratati ca

Flx,v,z) =—2 4+ 2% 1+ =% egte constant.
[ L ] xytas ¥Etix sxt+3y

Gazeta matematica

Solutie si barem de corectare:

x—) ¥y—F E—x

F(x,y,z) = Py ——— + P —— + TeEleiyimy e 1p
_ X yY—= X

F(x,y,z) = pre——— + P —— + TeTaaiy Ty e, 1p
_ Ty ¥—E E—X

F(x,y,z) = P —— + P TR + ey vaw s PRI RN PP TTPP PN PPEPLS 1p
_ Ty ¥y¥—= X

F(x,yv,z) = v + i) + O Tm)(mag) 1p

F(x,y,z) = — o)) (y==)(y+z) (z—x)(z+x) 1p

» ¥ (=) (x+2) (x4) l:x+_}':l (x4+2) (342} (rtz) (g (mdm) 0T
z z z z z =
F(x,v, e e e
(x,¥.2) T eI Geagy 1p
¥ Z ) = e 1p
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Problema 2. a) Demonstrati ca :

2 1 1
wx+2+(x+20Wx Vx Vx+2
b) Aratati ca :
1 1 1 1

— — + —— — + —— — + e — — = (a: b) ,
143431 35+ 5/3 5/7+745 2023+/2025 + 2025+/2023

-2
unde a este media geometrica a numerelor 12,8 1 0,018, iar b= [gj .

Solutie si barem de corectare:

2 _ AEFZ—x 1
-\,'?-\,"m I:-\,'? +-\,":('_-|-2:| -\_,":('_ I:_\Iulm .................................................... p
VX =0,vx+ 2= 0,deci Vxvx+ 2= 0;
putem Tmparti cei doi membri ai egalitatii
e N 2 VT, 1
VEt+vesz) v p
(Vx+vVx+2)(Vx+2 —yx)=2
x+2—x=2
o 1p
b)
23 45
e T 1
100 * 100 P
Conform a)
1 1 1 1
W(—e——t——aF+——+-+ m— —)
1/3+3V1 3E+5/3 B 7+7A/5 2023+ 2025 4+2025+/2023
1 1 1 1 1 1
= 7= = = - .- ——— T———J cceciceietitcicercencestantcnsesnssocennan 1
Q‘i +3 + 3 5 + + 2023 2025 ] p
_r 1
T v JToE:
1 1
1 45
a4
B TN lp
. 1 1 1 1 B2
Deci ——+——+—"—7+--+ — — = —
13+31 3+/5+5~/3 B T+TWE 2023+/2025+2025~/2023 SO
43 B 45
— — <
100 S 100
. 1 1 1 1
Prin urmare , + + — + -+ Elmb)....... 1p

1/3#3T 354543 ETHTWE 2023-+/2025+2025-/2023
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Problema 3. Se dau trapezul ABCD si rombul DCFE situate in plane diferite. Baza mica a
trapezului, [AB], are lungimea de 4 cm, iar latura rombului are lungimea de 14 cm. Daca
ACNBD ={Q} si AF nBE ={P}, sa se calculeze PQ.

Solutie si barem de corectare:

S

E F
(BDE) N (ACF) = PQ
DE ||CF .
1 PQ| DE||CF 2p
DE — (BDE)
CF < (ACF)
BDE
° _rra s, gop-aBDE =22 -8 () 1,5p
PQ| DE BD DE
AOB
2AOB | rra, 4op -acop— 2B _AB _2 1,5p
AB| CD oD CD 7
. 0B 2
Obtinem =—=— (2 1
, 209 (2) p
Din (1) si (2) se obtine ca %z%:QP:% 1p
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Problema 4. Se da cubul notat ALGEBRIC de latura /.
a) Demonstrati ca 4/ L (BEL);
b) Calculati sinusul unghiului determinat de dreapta LG cu planul (BEL).
Solutie si barem de corectare:
C
B R
e (B S
AT BN L
1}
a) (3p)
IC 1L (ABCE)
= IC L BE 0,5p
BE c (ABC)
IC L BE
BE L AC = BE 1 (AIC) 1p
ACNIC ={C}
BE 1 (AIC)
= BE L Al (1) 0,5p
Al < (AIC)
Analog, se aratd cd EL 1 (AIG),deunderezultacda EL L Al (2) 0,75p
Din (1) si (2) obtinem ca A4/ 1 (BEL) 0,25p

O alta solutie este: 1.Se justificd cd ABEL este piramida regulata.(0,5p)

2.Se aratd ca punctul de intersectie dintre Al si BO, este centrul de greutate al

triunghiului echilateral BEL si implicit va fi si centrul cercului circumscris acestui triunghi.(2p)

3.Din cele doua conditii se obtine concluzia.(0,5p)
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b) (4p)
ABEL echilateral = BO 1 EL
ABCD —patrat = GO L EL
FieGT L BO,0 e (BT) . Avem:
GO L EL 1p
BO 1 EL —* 5 GT L (BEL)
GT 1 BO,BONEL ={0}
Asadar, pr., LG =LT sideci m[«(LG,(BEL))]=m(<GLT) 0,25p
N NG
BO inaltime in triunghi echilateral = BO = BN 0,25p
Aplicand TP in aGTB siin aGTO obtinem ci GB®> — BT’ = GO> - OT” 0,25p
& GB* -~GO’® = BT - OT?
2
N Lo (BT —OT)(BT +0OT)
2 Ip
< BT +0T = 51\/_
Cum BT-OT=BO= % obtinem 2BT = 41\/_ = BT = 21\/_ 0,75p
2
In AGTB—2>GT? =31° - 221 = GT = % 0,25p
in AGTL:>sinL=%:>sinL=£ 0,25p
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Problema 1. Fie multimea 4= {1, 2, 3,...,2020} . Cate elemente ale multimii A nu sunt divizibile nici cu

28 sinici cu 42?

Solutie si barem de corectare:

2020=28-72+4
Fie 4 ={xeA/xi28}

1p
A =1{28;56;84;...;2016}
A ={28-1;28-2;28-3;...;28-72}
Card 4 =72
2020=42-48+4
Fie 4, ={xe 4/x142}

1
4, = {42;84;126..;2016) P
A, ={42-1;42-2;42-3;...;42- 48}
Card 4, =48
x:28 si x§42:x5[28;42]:>x384 1p
2020=84-24+4
A N4, ={84-1;84-2;84-3;...;84-24} 1p
Card 4 M A, =24 (24 de elemente din A sunt divizibile si cu 28 si cu 42)
Aplicam principiul includerii si excluderii

2
Card (A4 U A4,) = CardA, + CardA4, — Card (4 N A,) =72 +48—-24 =96 (96 de P
elemente din A sunt divizibile cu 28 sau cu 42).
2020-96=1924 elemente din A care nu sunt divizibile nici cu 28, nici cu 42. 1p
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Problema 2. Se considera numerele naturale nenule a, b, ¢, d astfelincat a—b=3,—= > si E =2.
c

o : . a
Determinati valorile naturale ale raportului 7

Solutie si barem de corectare:

Gazeta matematica

b 3 3¢ 0,5p
— == h==—
c 2 2

0,5
fon=sa=S P
d 2

1
d—b=3=a=b+3=a= 10 .
a _ 3c+6 1p
d c
3c+6

eN=c/3c+6| =c/3c+6|=c/6=ce{l,2,3,6}
c
2p
clc c/3c

Pentru c=1 si ¢=3 nu obtinem b numar natural.
Pentru c=2 si c=6 numerele a,b,d sunt naturale iar S ia valorile 6 si 4. 2p
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Problema 3. Fie unghiurile «<x40B,<«BOC,<COD,<«DOA in jurul punctului O. Masurile unghiurilor

<XAOB,<«BOC,<«<COD sunt direct proportionale respectiv cu numerele 3, 6 si 7, iar masurile unghiurilor

XBOC,«<DOA sunt invers proportionale respectiv cu numerele 0,(3) si 0,25.

a) Calculati masurile unghiurilor <x4AOB,<«BOC,<«COD,<«DOA;

b) Fie M e Int(«xBOC).Daca OM 1 OA, atunci(OM este bisectoarea unghiului «<BOC.

Solutie si barem de corectare:

a) Notam m(xAOB) = a,m(XBOC) = b,m(xCOD) =c,m(xDOA)=d
(a,b,c)d.p.(3,6,7):>%=%=%=k = a=3k,b=6k,c=Tk 0,5p
(b,d)i.p.(0.(3);0,25)= (b,d)d.p.(3 4):»2=1=q:>b=3q d=4q

5 Y >y P e\ 3 4 ? 0,5p
6k =39 = g =2k

1p

d =8k
a+b+c+d=360°= 24k =360°= k=15 1p
a=45°
b=90° 5
c=105° P
d =120°
b) OM 1 OA = m(xAOM ) =90° 0,5p
m(xXBOM ) = m(xAOM ) —m(XAOB) = 45°
m(XMOC) =m(xXBOC)—m(XBOM ) = 45° 1,5p
m(XBOM ) = m(xXMOC) = 45° = (OM bisectoarea unghiului <xBOC
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Problema 4.

In figura aldturati cunoastem ci AB || CD .

Demonstrati cd m(<XAEC)=m(<BAE)+m(<ECD). C

Solutie si barem de corectare:

Construim prin punctul £ dreapta d, paralela cu dreptele 4B si CD. 3p
Din AB||d si AE - secanta obtinem ca «tBAE = <E, (alterne interne). 1,5p
Cum CD||d si CE - secanta rezultd ca <tECD = <«E, (alterne interne). 1,5p
Asadar, m(XAEC) = m(XE))+m(<E,) = m(«XBAE)+m(<ECD). 1p
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 16 februarie 2020
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Problema 1. In triunghiul AB€ ascutitunghic cu m(<A) = 60° se considera BD 1 AC(D € AC),
CE L AB(E € AB) si M mijlocul laturii B C. Aritati ca triunghiul DEM este echilateral.
Gazeta matematica
Solutie si barem de corectare:

EM = % (mediani corespunzitoare ipotenuzei BC atriunghiului EEC) (1)eevveeveniiniiniinnienenn 1,5 puncte
DM = % (mediani corespunzitoare ipotenuzei BC atriunghiului BDCI2) e veieiiniiniiniiniinnen 1,5 puncte
Din (1) si (2) rezulta ca triunghiul DEM este iSOSCEL (3)cuuterenrierniiererniierisuisesisnieesaesasessassscnees 1 punct
Se demonstreazd ca masura unghiului EMD este B0 {4 .. uueiurerrenreeenrencrnceneencrncensencrncensensens 2 puncte
Din (3) si (4) ne rezulta ca triunghiul DEM este echilateral....eeeeiieeieiiiierieriineciisiineciesninesninnnes 1 punct

Problema 2. Se considera numarul:

E = ."23?2 4 23n+l 4 23n+2 g ... 4 23n+I020 4 2021,nEMN

si numerele rationale a si b.

a) Si se arate ci E = V8" -22021 —gn 4+ 2021, n € M,

b) Stiind cd n este divizibil cu 4 si (e —2020) - E + 2b = 4040, atunci si se calculeze media
geometrica a numerelor rationale a si b.

Solutie si barem de corectare:

a)E =237 £ 23T L 332 L g 03000 L0001 = [23(20 £ 21 £ e £ 27090) £ 2021 ueeureurene Ipunct

E :,J"gﬂ{zﬂ‘!l N e e A T N = 1punct
b) Stiind ci n este divizibil cu 4, atunci ultima cifrd a lui 8" - 2*"** — 8" + 2021 este 7 sau 2, atunci

g" - 2721 — 8" + 2021 nu este patrat perfect, asadar E este NUMAT iratioNnal...ee.eeeeeeeneeerneeeeneeesnerenneeens 1 punct

2k si 4040 sunt numere rationale si (@ — 20200 + E + 2b = 4040, atunci (@ — 2020 - F este rational. Cum a — 2020 este
rational si E este irational, atunci (@ — 2020 - E este rational pentru @ — 2020 =0,

AdICA & = 220 L tiiiiiiiitiiiiiiiiiettiiittetiettntettttattneotettatoesttntontonsstatsnsosatsntonsssatsrsonsssnsonsonas 2 puncte
Dacda a=2020, atunci 2& = 4040, adicA B = 2020 . iiiiiiiiiiiietteeiieeeeeereeeeeecsnscccssssseccsssnsscenns 1 punct

Media geometrica a numerelor & 1 5 €5t 2020 .. ciuiieiineeiereerierriecearsrssessstossssssssssssssssosssssssssonss 1 punct
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Problema 3. in trapezul ABCD cu AD || BCsi AC N BD = {0} se considera P, Q si F mijloacele
segmentelor BD', AC si, respectiv P@.
a)Sasearateca 2- PQ = BC — AD.

b) Sase arate ca 2- OF << OP + 0Q.

Solutie si barem de corectare:

a) Se aratd ca linia mijlocie a trapezului intersecteaza diagonalele trapezului in P i, respectiv Q..evveeennne. 2 puncte

Daca M este mijlocul laturii AE §i N este mijlocul laturii DC, atunci [MFP] este linie mijlocie in triunghiul AED i [@M] este

linie mijlocie in triunghiul AEC de unde rezultd MQ = B:—c sSiMP = E

CumPQ =MQ —MP = 2 PO = B0 — AD riiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitieettettatcnscsumesssnssnsane 2 puncte
b) Daca FF = F@ si punctul T este simetricul punctului 7 fata de F, atunci OFT @ este paralelogram si

L N 2puncte

OT=20F< 0P + PT = OP + 0@ ( Intr-un triunghi suma lungimilor a doua laturi este mai mare decat lungimea celeilalte

Problema 4. Daca a este numarul de solutii reale ale ecuatiei :

_ 1 2 3 2018
|x + 1| + |X| + |x B 1| + + |x B 2018' N '\."E—'\."E +'\."§—'\-,"E +'\."E—'\."§+ + '\.'m—'\-'ﬁ

si b este numarul de solutii naturale ale ecuatiei 1+ 3+ 5+ -+ (2n — 1) = 32%2? + 2021 atunci s
se calculeze 20209 + 2020

Solutie si barem de corectare:

e + 10+ |2l + |x — 11+ + |x — 2018| = 0 oricare ar fi ¥ nuMAr real (1)...eeveneereneernnerrnnennnnns 1punct
V23T Va0 V2020 = 4t ot s <0 Ipunct

Din (1) si (2) avem ca ecuatia

x+ 10+ bxl 4+ lx =2 4 4 - 2018] = ==+ b b = —

nu are solutii reale, asadar @ = [ i.iieiiiuiiiiiiiiiiiiiiieiiiieiiiiiiiattituiseseesatessassasosumassssasssssssasssnns 1punct
B B I T v T B < ) VO 1punct
Ultima cifrd a numérului 3**°% + 2021 este 2= 3*2% + 2021 nu este pitrat perfect (4).eeueeereneeerneeennnnn 1 punct
Din (3) si (4) =ecuatia 1+ 3 + 5+ -+ (Zn — 11 = 32020 4 2021 ny are solutii naturale = & = (........... 1punct

20207 + BT =20200 4 00020 = d e e e e s e st e re s b er e s s saane 1 punct
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21107
Problema 1. Se considerd numarul: 4= {[(3”*2 #310—4.371):(2.370 =537 -3 ) } (o).
a) Aritati cd 4=9"".
b) Scrieti numarul 4 ca suma dintre un patrat perfect si un cub perfect nenul.
Solutie si barem de corectare:

a) (37+377-4.3"")=3+1.8 (1,5p)
(2:3°-5.3"2-3")=32.8 (1,5p)
A=gi00.g1520 — g0 (1p)

b) A= 92019(1+8):92019+92019_8:(32019)2+(9673_2)3
ap) (1p) ap)

Problema 2. Se considera sirul: 0, 1, 2, 10, 11, 12, 20, 21, 22,........ , 100, 101, 102, ......

a) Al catelea numar din sir este 20207?
b) Cate numere din sir, mai mici ca 2020, sunt pare, divizibile cu 3 dar nedivizibile cu 5?

Solutie si barem de corectare:

a) Obs: Numerele din sir sunt ordonate crescator si formate doar cu cifrele 0, 1si 2. (0,5p)
Nr de o cifra: 0, 1, 2- 3 nr.
Nr de 2 cifre: 10, 11, 12, 20, 21, 22- 6 nr.

Nr de 3 cifre: 100, 101, 102 Numere de 4 cifre: 1000, 1001, 1002,
110,111,112 1010, 1011, 1012

120, 121, 122 1020, 1021, 1022

200, 201, 202 1100, 1101, 1102

210,211, 212 1110. 1111, 1112
220,221,222 total3x6=18 nr de 3 cifre. 1120, 1121, 1122

sau regula produsului 2x3x3 1200, 1201, 1202

2p) 1210, 1211, 1212

1220, 1221, 1222
2000, 2001, 2002
2010, 2011, 2012
2020 total 3x11+1=34sau regula
produsului 1x3x3x3+ 7(cele cu 2 cifra miilor ) (2p)
Deci numarul 2020 este pe locul 3+6+18+34=61. (0,5p)
b) Daca numerele sunt pare si nedivizibile cu 5 atunci au ultima cifra 2.(1p)



SCOLAR JUDETEAN VASLUI

MIMISTERUL EDUCATIED 51 CERCETARII \é INSPECTORATUL
b 4

Dintre acestea cele divizibile cu 3 sunt: 12, 102, 222, 1002, 1122, 1212 total 6 numere.(1p)

Problema 3. Aflati toate numerele ¥zt care verifica relatia xyzt = 2020+ 10 - (v — ¢t + x — z).
Gazeta matematicd

Solutie si barem de corectare:
Observam ca membrul drept al egalitatii este divizibil cu 10 =¢=0. (1p)

Egalitatea din enunt este echivalentd cu 990x+90y+20z=2020 < 99x+9y+2z=202.
(2,5p) (1p)

Observam ca x poate lua valorile 1 si 2. (1p)

Cazul L. x=2, y=0, z=2 = xyzt=2020 (1p)

Cazul I1. x=1, 9y+2z=99, nu convine. (0,5p)

Problema 4. O lada contine monede de aur. Cinci pirati vor sa-si imparta intre ei in mod egal prada, dar
raman in plus 3 monede. Vine si al saselea si dacd isi impart si de aceasta datd in mod egal monedele,
raman in plus 4 monede. Dupa ce vine si al saptelea pirat, impart prada in mod egal si nu mai raméne
nicio moneda 1n plus. Daca in lada a fost cel mai mic numar de monede care indeplineste cele trei
conditii, aflati cate monede erau 1n lada?

Solutie si barem de corectare:

n=5p+3 B
Fie n numarul de monede. Obtinem: {n=6k+4 = {n *2=3(p+1)
n+2=6(k+1)
n="7q()
(1,5p) (2p)
Deci (n+2) se divide cu 5 si 6, prime intre ele, de unde rezulta ca (n+2) se divide cu 30.
(1p) (1,5)

Tinand cont de (1) si de faptul cd n este minim rezulta n+2=30. Deci n=28. (1p)



