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Barem - Clasa a V-a
SUBIECTUL 1

a) Aflati numerele naturale ab pentru care 3-ab este patrat perfect.

- Y 2
b) Aflati numerele naturale ab cu proprietatea ab=(a+b) +a+b.

a) ab este de forma 3-k?. k poate fi: 2, 3, 4, 5. 2p
Numerele absunt: 12; 27; 48; 75. 1p
b) 10a + b = (a+b)* + a + b. 1p
9a = (a+h)”. 1p
9a este patrat perfect si a # 0, rezulta cd a poate fi: 1, 4, 9. 1p

Pentrua=1seobtineb=2; a=4,b=2; a=9,b=0. Numerele ab sunt: 12; 42; 90. 1p

SUBIECTUL 2

a) Determinati numerele prime a, b, ¢, stiind ca a + 6b + 9¢ = 63.

b) Determinati numerele prime a <b < ¢ pentru care a* +b* +¢* =15282..
a)6b:3,9c:3,63:3=a:3,aprim=a=3. 1p
Inlocuind pe a cu 3 in relatia initial se obtine: 6b + 9¢ = 60, de unde 2b + 3c = 20. 1
2b:2,20:2 = 3¢:2, ¢ prim = ¢ = 2. P
Siapoi b=7. 1p
b) Numerele a, b, ¢ fiind prime si suma lor numar par, rezulta ca nu pot fi toate impare, de unde a=2. | 1p
Si atunci b* + ¢* = 15266. 1p
Dacd ¢ > 11, atunci b* + ¢* > 15266. Iar daca ¢ < 7, atunci b* + ¢* < 15266. 1p
De unde ¢ =11 si apoi b =5. 1p
SUBIECTUL 3

a) Aridtati ci pentrux =y =6 si z=7 numarul 6" +6” +6” este cub perfect.
b) Aratati ca exista o infinitate de triplete (X, y, z) de numere naturale, astfel incat numarul
6° +6” +6° sa fie cub perfect.

a)6°+6°+6'=6°(2+6)=6"8=(62)°. Sau 72°. 3p

b) Analizand exemplul dat la a) se aratd ca pentru x =y = 3k si z= 3k + 1, numirul 6* + 6 + 6” este )
cub perfect, pentru orice k numar natural. P

Astfel: 6°+6Y + 67 =6+ 6> + 6> 1 =6°(1+1+6)=6"-8=(62)°. 2p

SUBIECTUL 4

a) Determinati numerele naturale abc , stiind ca abc =g(ab + c).
b) Determinati numerele naturale abc , stiind ca abc = 5c(a-b — 6).

a) 10-ab + ¢ = 8- ab + 8c. 1p
2-ab =7c. 1p
cE{4, 6,8} = abc {144, 216, 288}. 1p

b) 5|abc, c#0 = c =5. 1p

Atunci ab5 = 25(ab — 6), ab — 6 este impar, rezulta a si b impare. 1p

Cum 25 |ab5, rezultib=7. 1p

Si atunci 100a + 75 = 25(7a — 6), de unde a = 3 si abc = 375. 1p
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SUBIECTUL 1

a) Aratati ca IXY1Xy este divizibil cu 11, oricare ar fi cifrele x siy.

b) Determinati numerele de forma 987Xy6 divizibile cu 33.

a) 1xy1xy =1xy -1001=1Xy -7-11-13: 11. Sau utilizand criteriul cu 11: (1+x+y)— (1+x+y)=0:11. | 3p
b) Avem: 987xy6= 987006 + Xy0 =33-29909 + 9 + xy0. Siatunci Xy0 =33k — 9. 2p
Se obtin solutii daca ultima cifra a numarului natural k este 3 si 33k — 9 are cel mult trei cifre, rezulta 1
k €{3,13, 23}. P
De unde Xy €{09,42,75}. Seobtin numerele: 987096, 987426 si 987756. 1p
SUBIECTUL 2
3 . L . . 3x*+2y° 4
a) Dacdy = 6, aflati valoarea numdrului natural x care verifica egalitatea ———— = —.
2x°+3y- 3
b) Arétati ca exista o infinitate de perechi (x, y) de numere naturale care verifica egalitatea
3 +2y° _4
23 +3y? 3
3
a) Inlocuind y = 6 se obtine w _4 . 1p
2x°+108 3

De unde 9x° + 216 = 8x° + 432, 1p

Se obtine x° =216, de unde x = 6. 1p
b) 3(3x° + 2y?) = 4(2x% + 3y?) < 9x® + 6y = 8x° + 12y* < x° = 6y~ 2p

Daca y = 6k> se obtine x = 6k®. Si atunci perechile (6k? 6k°), KEN verifica egalitatea. 2p
SUBIECTUL 3

D 9 C e 3 . -
a) Aflati masurile a doua unghiuri, stiind ca raportul lor este rE iar suma masurilor complementelor lor

este 108°.
b) Fie semidreptele [OA, [OX, [OB, [OC, [OY si [OD in aceasta ordine, astfel incat

m(«<AOD)=8-m(<BOC), m(«xBOX)=9-m(<AOX), m(«YOC)=9-m(«xDOY).

. m(«<XOY)
Calculati ————.
m(«BOC)
a)
Daci a si b sunt masurile unghiurilor, atunci a + b = 180° — 108° = 72°. 1p

Avand si % = g se obtine a = 27° sib= 45°, 2p




Fie m(«<AOX)=a, m(«DOY)=b si m(«BOC)=c. Atunci

1
m(<BOX) =9, m(<COY)=9b si m(<xAOD)=8-m(<BOC)=8c. |
Avem 10a + 10b + ¢ = 8¢, de unde % = % 1p
m(«<X0Y) _9(a+b)+c
m(«<BOC) c Ip
m(xXOY) o 7 ,,.73 I
m(«BOC) ~ 10 = 10

SUBIECTUL 4

Pe o dreapta se considera in ordine punctele D, B, C, E si fie A un punct care nu apartine dreptei.

a) Daci ABD=ACE, iar M este in interiorul unghiului ABD, astfel incast MAB=ACB..
Demonstrati ca AM || BC.

b) Daca [BP si [CN sunt bisectoarele unghiurilor ABD, respectiv ACE, iar BP || AC si CN || AB,
aflati masura unghiului BAC.

a)
M A
ABD=ACE — ABC=ACB. 1p
Dar ACB=MAB — ABC=MAB — AM || BC. 2
D B o4 E
b)
A —— —— e e
/| Ac|BP= ABP=BAC,iar AB | CN= ACN=BAC. |1,
P
Si atunci ABP=ACN = ABD=ACE = ABC=ACB. 1p
| cum ACB=DBP (AC || BP), rezult -
b B ¢ B | m(DBP)=m(ABP)=m(ABC) = 180%3 = 60° = m(BAC).
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SUBIECTUL 1

3 4 5 6 1 11
ie A= + + + -1+ —+=-+= tati ci v/
a) Fie 129334715 ( > 13 4J.Arata§1ca A <0,9.

b) D ok — + 4 + > +..t n+2 —(1+1+l+ +£j<2
) Demonstrati ca: 12 53 34" n(n+1) St3t gt ,

oricarear fineN" — {1}.

3 4 1 5 1 6 1
a) A=| —-1|+| —=—= |+ =——=|H —=—|= 1p
1.2 2-3 2 3-4 3 4.5 4
1 1 1 1 4
=t =, 1p
1.2 2.3 34 4.5 5
J0,8<0,9 « 0,8 <0,81. 1p
b) Relati i scri 31+41+51++n+2 l<1 1
t = — = ———|+.. -— )
) Relatia se mai scrie 1.2 23 2 3.4 3 n(n+1) n p
De und 1+1+1+ + 1 <1
T 12723 34 " n(n+r) 1p
1
Relatie echivalenti cu 1— m <1 care este adevirata. 2p
SUBIECTUL 2
. . . . . X+1000 _ 1000
a) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia = .
10 x+10
. . . X+1 3
b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia —— — Vil =4
y
Varianta 1 de notare pentru a):
x+1010 _ x+1010 1
10 X+10 P
1 1
x+1010)| —- =0.
( )[10 x+10j Ip
1 1
x+1010=0sau ———-==0. S={-1010, 0}. 1p
10 x+10
Varianta 2 de notare pentru a):
(x +10)(x + 1000) = 10000. 1p
x° +1010x = 0. 1p

x(x + 1010) =0. S= {1010, 0}.

1p




b) Tnmultind ecuatia cu 2 se obtine x + 1—i =8. | Sau: ecuatia este echivalenta cu x-71__3 ,
y+1 2 y+1'| 1p
deunde (x—7)(y+1)=6.
y+1€Dg ={1, 2, 3, 6}, de unde y<{0, 1, 2, 5}. 1p
Se obtin solutiile (x, y) ={(13, 0), (10, 1), (9, 2), (8, 5)}. 2p
SUBIECTUL 3
Tn exteriorul rombului ABCD se construiesc patratele BCMN si ADEF.
a) Demonstrati ca AN || CE.
b) Aritati ca centrele celor doua patrate si centrul rombului sunt puncte coliniare.
a) AABN=ACDE(LUL) = AN=EC. 1p
AADE=ACBN(LUL) = AE=NC. 1p
Rezulta ANCE este paralelogram, de unde AN || CE. 1p
b) Fie ACNNE={O}, P centrul patratului BCMN, iar Q
centrul patratului ADEF. )
OP este linie mijlocie in AACN = OP || AN(1) b
0OQ este linie mijlocie in AAEN = OQ || AN(2).
Din (1) si (2) = P, O, Q coliniare. 2p
SUBIECTUL 4
Fie ABCD un paralelogram, M & (BC), N& (AD), astfel incat BM = DN, {O}=MNNAC.
Aratati ca:
a) OM = ON.
b) Daca {E}= CNNAB, {F} = DMNAB, atunci AB este media geometrica intre
AE si BF(AB = AE-BF).
BC = AD si BM =DN = AN = CM, cum AN || CM,
rezulta AMCN este paralelogram, de unde OM = ON. 3p
Aplicand de patru ori teorema lui Thales avem:
AB_NC_ND_MB_MF _BF 2p
AE NE NA MC MD AB’
AB BF
Deunde —=—.
AE  AB 1p

Se obtine AB? = AE-BF sau AB = /AE-BF.

1p
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SUBIECTUL 1

a) Aratati ca perechea (1 - \/5 ) —\/5 ) este solutie a ecuatiei XC+y—xyP—xy+y=1.
b) Aflati perechile (x, y) de numere reale pentru care X2 + y2 — Xy2 —xy+y=1.

2 2 2
0 (1) (] -{a- B (1)) »
=1-2J2+2+2-2+22+2-2-\2=1. 2p
b) Ecuatia se mai scrie: X" — 1 —y*(x— 1) —y(x— 1)=0. 1p
Echivalenticu (x — )(x—y°—y+1)=0. 1p
De unde x=1 si y este orice numar real sau X = y* +y — 1 si y este orice numar real. 9
Perechile sunt: (1, y) sau (y>+y— 1, y) cu y numar real. b

SUBIECTUL 2

: : : o 1,11 :
a) Dati un exemplu de trei numere rationale diferite a, b, c, astfel incat —+ b +—=1 si pentru
a Cc

ab bc ca
exemplul dat calculati valoarea numarului N = [? + lj (? +1j(€ + lj .

b) Sa se arate ca daca a, b, ¢ sunt numere rationale nenule, astfel incat — + B +— =1, atunci numarul

a c
N = (a_b +1j(E +1)(% +1j este nenegativ, iar \fﬁ €Q.

C a
a) Unexemplueste a=2,b=3,c=6. 1p
Si N :(2'3 +1J(3'6+1j(6‘2 +1J:2-1o-5=1oo- 2p
6 2 3
Obs: Pentru orice exemplu de forma: a=1,b=n, c=-n,n>2, se obtine N =0.(3p)
b) Din relatia data se obtine ab = abc — bc — ac, de unde ab —ab—a—bsi ab +1=(a—-1)(b-1). 2p
C C

Siatunci N =[(a—1)(b—1) (c—1)]*20,iar VN=|@a— )(b—1) (c— | EQ. 2p




SUBIECTUL 3
Fie ABCA’B’C’ o prisma triunghiulara regulata cu AB = AA’ = 2a.
a) Daca P este mijlocul muchiei AB, calculati distanta de la B’ la planul (A’PC).
b) Daca E este mijlocul muchiei AA’, calculati distanta dintre dreptele EB’ si BC’.

a)
104
CPLABsi CPLAA’, ABNAA={A} = CPL(ABB’A’). 1p
Si atunci construind B’'DLA’P, De A’P, B’DLCP, A’PNCP={P}
= B’D1 (A’PC) rezulta ca distanta de la B’ la planul (A’PC) este 1p
egala cu B’D.
oA
Cum A’P-B’D=A’B’-AA’ = aJ5-BD=4a’= BD = 485\/5. 1p
Fie {O} =BC’NB’C. Cum EB = EC’ si EO este mediana in
AEBC’, rezulta BC’L EO si cum BC’L B’C, EONB’C={O} se 1p
obtine BC’L (EB’C).
Si atunci OF L B’E, Fe (B’E) reprezinta distanta dintre dreptele
EB’ si BC’. 1p
Lungimea lui OF se calculeaza din triunghiul dreptunghic OB’E.
OI:_OB'-OE_a 2-a\/§_a@ 2p
BE a5 5 °
SUBIECTUL 4
in cubul ABCDA’B’C’D’ de muchie a se considerd punctele M si N mijloacele muchiilor AB,
respectiv CC’. Daca {P} = DBNCM si {Q} = BNNB’C, calculati:
a) Distanta de la punctul A’ la dreapta de intersectie a planelor (BDQ) si (AB’D).
b) Masura unghiului dintre dreptele PQ si A’D.
E [ a) Fie BNNB’C’={E}. Punctele D si E apartinand ambelor
D’ . plane, rezulta dreapta de intersectie a planelor este DE. 1p
7
" B A’D=a+/2, A’E=a+/5 si DE=a+/3, se deduce ci AA’DE ,
\ o este dreptunghic in D si atunci distanta este A’D=ax/§ . P
# N
. jff b) Avem %=£=1 siﬁ=@=1 se obtine %zg
s - AQ EQ BE 2 DP DC 2 EQ DP | 2p
“ A,s“f c si din reciproca teoremei lui Thales rezultd PQ || DE.
D nmm% w””"
A T - - (B AP\ = m(PE AD) = on° 2p
Wi - Si atunci m(PQ,AD)-m(DE,AD)-go .




