ENUNTURI SI SOLUTII

CLASA a IX-A
P1. IX. Dacéd a, b, ceR aratati ca:

a) (a+1)2+b2+(c—1)2:(a+b+c)2—2(ab+bc+ca+c—a—1);

b) (a+1)b+(c-1)b+(a+l)(c-1)<(a+1)*+b?+(c-1)*;

c) ab-+hc+ca+max{ja-b|, b—c], |c—a|}sl+é(a+b+c)2.
Demonstratie: Putem presupune a<b<c=>max{la—b|, b—c|, [c-al}=c-a
ab+bc+ca-a+c-1=(a+1)b+(c-1)b+(a+l)(c-1)<(a+1)’ +b?+(c-1)° =

(a+b+c)2 ~2(ab+bc+ca+c-a-1)= ab+bc+ca+max{|a—b|, lb—c], |c—a|}£1+%(a+b+c)2.

P2. IX. Fie x, yeR" astfel incat x+y=0si (a,)_,, (b,),., doud siruri de numere reale. Arétati
ca:

a) Daca (a,)_, si (b,)_ sunt progresii aritmetice atunci sirul (c,) definit prin

n>1’
c, =a,b,, VneN", este progresie aritmeticd dacd si numai daca una din progresiile aritmetice
(a,),., sau (b,) , areratia egald cu 0.

b) Dacid (1+xa,,)(l+ya,)=1 (x+y)(ab,—1)=xya, si (x+y)b, —xy=0, VneN" atunci sirul
(b, )nZl este progresie geometrica.

Demonstratie: a) (X,) , este progresie aritmetica <> 2C, =C, ; +C,,; <> 2ab, = (a,—x)(b, —y)+

+(a, +x)(b, +y)<=xy=0

b) (x+y)(anbn—1)=xyanc>an:( Xty

’ X
m VneN" = (I+xa,, )(1+ya,)=1< b, :_ybn

_n+i (an +%J, VneN".

n+1 n+3

P3. IX. Fie sirul de numere reale (a,) , definit prin al:% si a

Determinati ayg,,.

Demonstratie:
1 2(1 1) 14 2
n=La=-|-+z]=c--==
> 4\6 2/ 26 6
352 1 3 5
n=2a=(g+)=5=3
P(n): an—g
1
P(1): ay =5 (&)
P(n+1): aﬂ+1=%l
a _11(1 3)_”“.13_“1
ntl T ne3\e 2/ n+z 6 6
. 2000 1000
Deci ayppp =—=——

] 3



P4. IX. Daca ABC este un triunghi oarecare si E, F, O, M sunt puncte cu proprietatile E e(AB),
Fe(AC), Oe(EF), M e(BC), BM =2BC, 5AE =7EB si 120M =3AB+2AC demonstrati ca
EF || BC.

Demonstratie: 5AE = 7EB < AE = o AB, fie xe (O,oo) astfel incat AF = XFC <> AF = LJ_?C ;
X+

EF=EA+AF=— L AB+—X_AC (1); 120M =3AB+2AC
12 X+1

@+&=%E+%E@2@+ﬁ=%ﬁ+%ﬁa

31 &g i}
OB = AB-ZAC (2);EO=EB+BO=-_AB+_AC (3); vectoril

S — —  — 0
EF si EO coliniari < 3« € R astfel incat EF = aEO az% si X=%:> EF || BC.

CLASA a X-A
P1. X. a) Ardtati ca log, v/x +log_, 3/x +log ; &x +---+log_, "¥x = log, "YX"; Va,x e (0,0), a£1.
Solutie :
1 1 1
a) Sl0gax +=logax + -+ D) LO0gaX e, 1 punct
11 1 11

log,x - (E togtot n-(n+1)) =loggx - (I - m) .................................................. 1 punct
FINalizZare ..ot e e e e e e 1 punct

b) Determinati partea intreagd a numarulu N =100,,,, 2014 +log,,, 2013+ 2013425 _ 901520

Solutie :

b) 2013990142015 _ 2015"0020u 2013 — () e 1punct
X =10920132014 € (1,2) oriiniii i 1 punct
e et N 1775 ) P Ipunct
FInalizare [N ] = 2 oo e e 1 punct

P2. X. a) Aratati ca, pentru oricare doua numere complexe z,, z,, egalitatea |21| +|22| = |21 + 22| este

adevarata daci si numai daci J& € (0,00) astfel incat z, = az,.

Solutie :

b) Verificarea implicatiel « ... 1 punct
Implicatia —
Zy =Qr+ b0 sicalcul oo 1 punct
Obtinerea relatiei a;b, = bja, si finalizare ......................coeiieinn 1 punct .

c) Determinati multimile A:{Z€C| |zz+22+2|+|22+22+1|:1}§i M :{Rez |ZEA}.

Solutie :



b) |22+22+2|+|22+22+1|:1<:>|22+22+2|+|22+22+l|:‘22+22+2+(—22—22—1)‘c> ...... 2

puncte
dae (0100) astfel incat (o +1)2% +2(a+1)z+a+2=0<> 7 =—1+ X2 +11 e 1 punct
o+
Aflarea elementelor multimilor ..... ... 1 punct
P3.X. a) Ardtatica {V1 + a* + V1 — a*|xeR} c (0,2)
Solutie :
a) Verificare YT+ aX+ V1 —a% >0 oo, 1 punct
VI 0%+ VT =A% <11 e 1 punct
V1+a*—-1<1-31-a* ;amplificare cu conjugata
Finalizare YT+ a® + VT —a%F <2 ooooeeeeeieeeee e 1punct .
\ 1 1 1
b) Daci N, MeN\{0,1} ardtati ca—=+ o+ <m.
) (08 artafi im0
Solutie :
' _mpm-1._ 1 _mam-1.l__1-
b) D™k k "D k (k k+1) ....................................... 1 punct

Ve (m%/? - ) (m —— ot "f/(k+11)m‘1> - (”%/E - "k/%) (At (ﬁ)m_l) <

T T T TTb +orer e e e e et puncte
Inlocuire si finalizare ..............ooiiiiiiii e 1 punct

. . . 3 3 3
P4. X. Fie numerele complexe distincte a, b, ¢ astfel incat (a+b)” =(b+c)" =(c+a)". Sa se arate ci
a®=p’=c’.

Solutie :

Din relatia din enunt si tinand cont de faptul caa, b,c sunt disticte, rezulta ca a+b, b+c,c+a

sunt distincte Si NENUIE ........c.oitiiit i e 1 punct

a+b

Atunci (23 = (&2

C+a)3 =1,de unde a+b=¢e(b+c)=¢c%(c+a),unde ecC\R si€3=1
........................................................................................................ 3 puncte
Adunand membru cu membru relatiilea+b =e(b+c),b+c=e(c+a),c+a=¢c(a+b)
SEODtNE A4+ D4 C=0 i 1 punct

FINAliZare .........coooiiiiiiiiiii i e 2 puncte

CLASA a XII-A

P1. XII. a) Fie (G,-) un grup si eeclementul sdu neutru. Elementele a, beG satisfac conditia:

a?=b? =(ab)2. Si se arate ci a* =b* =e.



b) Pe multimea A se definesc legile de compozitie,+” si,,” cu proprietasile: (A +)este grup

comutativ, (A) este monoid necomutativ si a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca, a’+b*=ab;
a, b, ce A Si se arate ca (ab)2 =h?%a? §i(ba)2 =a’b?

Demonstratie: a)

a =(ab) & a° =abab=>a=bab

b* =(ab ): = b* = abab = b= aba

Atunct ab=(bab)-(aba) < ab=b(aba)ba < ab=b"a

Inmulfind la dreapta cu @ objinem aba=b'a" @ b=ba" =b'a" =¢

a 3 4 4
Cum a” =b", ulima cgalitate sescnc a" =ee>b" =¢

b)

Din g +b’=agh= a +ab’=a’b . a‘b+b’ =ab’

de unde. prin adunare. se obtine a’+b' =0

Tot a*+b* =ab = a‘*+a’h*=a’b si a’b* =-a*-p* (1)
a’+b=ab= b(az+b3)a =baba = ba’ +ab’ =[ba)2 )
a+b’=0 = ba +ab’=-b*-a* (3)

Din (1), 2)si (3) = (ba) =a’P’

Pe de alta parte. (“b)z = (“2 +b’ }_ =a'+b* +a’b* + b’ s1 (1) implicd
(.a':'.'))2 =b'a’

P2. XIl. Fie p un numar prim de forma 4k +3, k e N.

a) Sa se arate cd nu existd X € Z , astfel inct x2+1=0 (Tn 7, p).

A

b) Sa se arate ca daca X2+y2=6, X,y € Z ,,atunci x=0 si y=0.

¢) Siserezolvein Z ecuatia x*+ y® =12005.

Demonstratie:



a). Aplicim Mica teoremd a lui Fermat: daca
(x.p)=LxeZ=p/ ¥l o1= p/xPF1
Presupunem cd existd x € Z  astfel Incat

. | 2
2 3 - 2 = 2{2k+l -
r+l=0ex =-1=x" 'J:(

b). Presupunem ci (El)x. yeZ, astiel

k+l - ~
) = 1= fals).

- 1 - - a
- S -1 . .
incitx +y =0 (1}' ] +1=0( fals).In concluzie singura solutie este

-~

x=y=0.

¢). Ecuatia se mai scrie x” + y° =2401-5. < x* + »* = 7*- 5. Reducand

ccuatiain Z, = x +y’ = f)..‘.r.y EL, = x=y= 0.
Deci x=7-a, y=7-b. a.beZ

Ecuatia devine

a’+b* =495

Lafel a=Tm. b=Tn=m+n" =5«

(m.n)e{(2.1).(2.-1).(=2.1).(=2.-1)(1.2).(-1.2)(1.=2).(-L.-2)} =

(x.y)e{(98.49).(08.-49).(-98.49).(-98.-49).} L
{(49.98).(—49.98).(49.-98).(—49.-98)}.

P3. XIl. Daca x (0,)calculati:
2 | S S

x(XZMA-+1) ;

O P —

1+J§+Jx+l

1 _1 2013 :>J
X(X2014+1)_X x2014 | 1
b) | 1 1,_flﬂﬁ—~h‘1
X =
']+JT+'J\-—] -

Demonstratie: a)

1
dx =~
2Jx T3



P4. XIl. Fie f :R —> R o functie care admite primitive. Sa se arate ca functia
9:R—>R, g(x)=|x| f(x) admite primitive.
L [xf.xz0

gl0= <'L.—x f(x).x<0
x- f(0)=[x-F(x)]-F(x)
F derivabild = F continud — F admite primitive. Fie H : R — R. derivabild. cu H=F
xfE)=x-F@OI-H @) =[x-FxX)-HX)]: -x f(x)=[-x-F(x)+H(X)]

, , |xF(x)-H(x)+c.x=0
Definim functia G:R — R.G(x) =+

| —xF(x)+ H(x)+¢.x<0

. f admite primitive = 3 F : R — R . derivabila. cu F'= f

. F, H sunt derivabile pe R—=G
derivabila pe R s1i G=g pe R
(XF(x)-H(x)+c.xz0

G continud in :ro=0:>€’=C—EH(O):>G('T):°| F(x)+ H(x) H(O x<0
-7 X))+ x)+ec-2 <

&, (0) =l TOZHOO PO FC i - HOZHQ ) p(0)— 1 0) = F(0)-F(0) =0
P xX-— P x

G0 =tim —F(x)+ H(x)+e —023(0)+H(0) € i F ()4 HO=HO)\ _r0) 2 5(0) = —F(0)+ F(0) =0
- x— x x

a0
= G derivabild in x, =0 si G'(0)=g(0)=0. In concluzie. G e o primitivd pentru g. deci fundia g
admite primitive.

CLASA a XI-A
P1. XI. Fie A o matrice patratica de ordin 3, cu toate elementele din multimea {—1, 1}.
a) Determinati toate valorile posibile ale determinantului matricei A.

b) Demonstrati ci matricea A", neN", are toate elementele nenule.
Demonstratie:

a) Dacad adundm prima linie la liniile 2 s1 3, pe aceste linui vor fi numai numere pare.

Scoatem factor 2 de pe fiecare dintre ele si obtinem ci determinantul matricei 4, care este
numar intreg, se divide cu 4.

Insd detd este suma de sase termeni. fiecare egal cu 1 sau cu —1. prin urmare are
valoarea cuprinsi intre —6 si 6. Rezult cd det A ={—4.0.4]} si se constatd imediat ci toate
cele tre1 valori sunt posibile.

b) Se demonstreazd usor, prin inductic matematica, faptul ci matricea 4" are toate

. . * b . .
clementele impare, oricare ar fi n =7 . In particular, toate elementele lui A" vor fi nenule.

P2. XI. Fie A, BeMj;(R) astfel incat A+ B = si A?=A°. Si se arate ci:
a) AB=BA

b) I,+ AB este o matrice inversabila.

Demonstratie:

a) Scrie B=I_-A

Inmulteste la stanga si la dreapta relatia anterioara cu A

Deduce AB=BA

b) Inmulteste A+B=I_la stanga cu A, A’+AB=A la dreapta cu A s1 obtine
ABA=D3

Scrie (AB)’=(ABA)B de unde (AB)'=0,

Din =I ,-(AB)’ deduce det(I -
AB)det(I_+AB)=1

Finalizeaza det(IS—AB)
=0



P3. XI. Se considerd sirurile de numere reale (a,) . (b,) s (c,) ., definite prin: a, >0, b, >0,

a,,=a,+2b, b ,=a +b,c, :%, VneN".

n
a) Sise arate cd —b, \/_ , VneN".

s =( -

b) Sa se calculeze limc,.
n—oo
Demonstratie:

a,, — b, v'2

an + by

a) |':-‘ﬂ-+] - Vﬁl =
b) fenst — V2 = (V2 1)- +

a, + 2b, —ﬂnﬁi—bﬂxﬁf‘ _ (v’ﬁ—l]
an + by,

- len = V2| < $|'5n — 2|

P4. XI. Fie f:(0,+0)—>R o functie crescitoare cu proprietatea ca Iim(f (2x)— f (X))=0.
X—>00

Demonstrati ca Vae(0,+), exista lim(f(ax)—f(x)) si valoarea acestei limite este 0.
X—0

Demonstratie:

b (Hn)- 122)20 (1p) o o (;’/41} Yie) o
Pfkm /"—V{“U‘é‘-e "é"‘; (7?[2 %/»f(i‘/) O fentue 3"72-;-/
“’”@ g%‘; (%('2\%/’7{(*))50 |
he ke ad  2°¢a <! £ vrese =
(2 X f(x) & ‘f(ax/ f(x) 4 :f'(zk“f‘f &)
Mgﬂu/ Cu % -— 0O



