OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 16 FEBRUARIE 2013

Clasa a V-a

Problema 1. a) Diferenta a doud numere este 714. Unul dintre numere este 2341. Calculati suma
celor doud numere. Céate solutii are problema?
b) Produsul a doud numere este 646. Marind unul dintre numere cu 10, produsul devine 986. Aflati

cele doud numere.
Catalin Miinescu, Bals

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule care impartite la 6 dau catul a si restul b, iar

impartite la 11 dau catul b si restul a.
Valentin Radulescu, Scornicesti

Problema 3. Scriind primele 2013 numere naturale pare nenule, fara sa le separam, se formeaza un

numar natural. Aflati a 2013-a cifra a acestui numar natural.
Bogdan Babarelu, Crampoia

Problema 4. Un dreptunghi cu n linii si m coloane este impartit in patratele 1x1. Pe prima linie
coloram primul patratel, pe a doua linie coloram primele doua patratele, pe a treia linie primele patru
patratele, pe a patra linie primele opt patratele s.a.m.d., pana cand, pe a n-a linie se vor colora toate
patratelele. Stiind ca numarul total de patratele colorate este 127, aflati cate linii si cate coloane are
dreptunghiul.

Mihaela Bucataru

Problema 1. a) Numdirul 2341 poate fi atat descézut, cét si scazitor. Problema are doua solutii:

Daca 2341 este descazut, celdlalt numar este 2341 — 714 = 1627 e (2p)
Daca 2341 este scazitor, celalalt numar este 2341 + 714 =3055  .ieiveneenns (2p)

b) Fie asib cele doud numere; atunci a-b =646 . Daca a se mareste cu 10, atunci:
(a+10)-b=986, de unde rezulta cd ab+10b=986 .. (1p)
Obtinem 10b=340,deunde b=34 si a=19 L (2p)

. . . n=6a+b, b<6
Problema 2.  Fie nun numar ca in enunt; atunci avem relatiile ¢ . (2p)
n=1lb+a, a<ll
Din relatiile de mai sus rezulta 6a+b=11b+a,deunde a=2b si n=13b  .....ccceiiiirnn, (2p)
Cum a,b=0,avem be{1,2,3,4,5}, pentru care se observd ca a=2b<11.

in concluzie, solutiile problemei sunt 13,26, 39,52,65 L (3p)

Problema 3.  Pentru scrierea numerelor de la 2 la 8 se folosesc 4 cifre. De la 10 la 98 sunt 45 de numere pare, pentru
scrierea carora se folosesc 2-45=90 cifre L (1p)
Sunt 450 de numere pare de trei cifre, pentru scrierea lor fiind nevoie de 1350 cifre ................. (2p)
Ca urmare, pentru a scrie toate numerele pare de la 2 la 998 este nevoie de 1350 + 90 + 4 = 1444 cifre.
Mai trebuie scrise numere de patru cifre pentru a acoperi restul de 2013 — 1444 = 569 cifre
Cum 569 : 4 = 142, rest 1, inseamna ca cifra cautatd este prima cifra a celui de-al 143-lea numar par de

patru cifre (pentru ca trebuie scrise 142 de numere pare de patru cifre i incé o cifrd) ................. (2p)

Al 143-lea numdr par de patru cifre este 1000+ 2-142 =1284, deci cifra cautata este 1 .............. (2p)
Problema 4.  Pe prima linie a dreptunghiului se coloreaza 1 (un) patritel, pe a doua 2 patritele, pe a treia 2°, pe

urmitoarea 2° i asa mai departe, pe ultima linie se coloreaza 2" patritele  .......cccccoevrernnnes (2p)

Numiirul total de pétritele colorate este 1+2" +2° +...+2"" =2" —1 (cu demonstratie!) ........... (3p)

Obtinem ca 2"-1=127 , de unde n=7 . Dreptunghiul are 7 linii si 2° =64 coloane (numirul
coloanelor este egal cu numarul de patritele colorate ale ultimei linii) .o (2p)
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Problema 1. Aflati numerele naturale de forma ab, cu a,b =0, care sunt divizibile cu 2a+3b.

Gheorghe Stefana, Slatina
Problema 2. Aflati cele mai mici numere naturale consecutive a<b<c<d stiind cd ele sunt

divizibile cu 19, 17, 15 respectiv 13.
Costel Anghel, Scornicesti

Problema 3. Fie triunghiul ABC in care masura unghiului A este de sapte ori mai mare decat masura
unghiului B. Mediatoarea segmentului [AB] intersecteaza dreapta CA in M. Stiind ca dreptele BM si

BC sunt perpendiculare, aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC.
Valentin Radulescu, Scornicesti

Problema 4. Determinati numerele naturale nenule X, Yy, z care verifica relatiile
3x 5y 7z

x+3: y+5_ Z+7

Daniela Nadia Taclit, Slatina

Problemal. Deoarece 2a+3b|ab, rezultd ci existd k € N* astfel incat ab=k(2a+30)  .coovcvrrrcrrrriennens (1p)
Se observa ci pentru k >5 avem 5(2a+3b) =10a+15b >10a+b=ab, deci k €{1,2,3,4} ... (2p)
Pentru k =1 avem 10a+b=2a+3b="b=4a, cusolutiile a=1,b=4 si a=2,b=8 ....... 1p)
Pentru k =2 avem 10a+b=4a+6b=5b="6a, cusolutiile a=5b=6 ....ccccccererrn... 1p)

Pentru k =3 avem 10a+b=6a+9% = a=2b, cu solutiile a=2,b=1; a=4,b=2;
a=6b=3sia=8b=4 1p)
Pentru k =4 avem 10a+b=8a+12b = 11b=2a, pentru care nu se obtin solutii ............... (1p)

in concluzie, numerele ciutate sunt 14, 28, 56, 21, 42, 63 si 84.

Problema 2.  Folosind proprietatile divizibilitatii, avem relatiile
19|]a=19|2a=19|2a+19
17|a+1=17|2a+2=17|2a+2+17=17|2a+19
15|a+2=15|2a+4=15|2a+4+15=15|2a+19
13|a+3=13|2a+6=13|2a+6+13=13|2a+19

Ca urmare, 2a+19 este divizibil cu c.m.m.m.c. al numerelor 13, 15, 17 si 19, adica cu 62985 ... (2p)
Cea mai mica valoare a lui a se obtine cand 2a+19 =62985, pentru care a =31483. Numerele cautate

sunt 31483=19-1657 , 31484 =17-1852 , 31485=15-2099 si 31486 =13-2422 .......ccceeuennve. (1p)
Problema 3. Fie m(xABC) = x; atunci m(xBAC) =7x si m(«xMBA) =90°-xX ......... (2p) c

Deoarece M se afla pe mediatoarea lui [AB], rezulta ca triunghiul A

MAB este isoscel, deci m(<«xMAB) = m(«xMBA) =90°—X ....cccvvennene (2p)

Deoarece m(xxMAB) +m(<«xBAC) =180°, rezulta ca

90°—x+7x=180°,deunde x=15° .. (1p)

Unghiurile triunghiului ABC au masurile 15°, 105°, 60° ........... 2p) lg
Problema 4.  Relatia din enunt este echivalenta cu 1 + 1.1 + 1.1 + L (1p)

3 x 5y 7 2
Atunci 1—lzi—lzi,deunde 1:l—i,adicé X = 212, (2p)
z 3 7 21 z 21-4z
Cum xeN,rezultd 21-4z >0, deci ze{1,2,3,4,5} (2p)

Studiind cazurile, se obtine singura solutie z=5, x=105, y=7 .. (2p)
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Problema 1. Aflati numerele intregi cu proprietatea ca (X2 +6X +52)(y2 —-10y +84) =2537 .

Bogdan Babarelu, Crampoia
Problema 2. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Prelungim segmentele [AG], [BG] si [CG]
cu [GD]=[AG], [GE]=[BG], respectiv [GF]=[CG]. Aratati ca:
a) Triunghiurile AEF si BDC sunt congruente.

b) 1< GD+GE +GF <3, unde P..- este perimetrul triunghiului DEF.
2 3

I:>DEF

Bogdan Babarelu, Crampoia

Problema 3. La o masa ovali sunt asezate 25 de persoane. In dreptul fiecireia se afld un cartonas pe

care este scris un numar real pozitiv. Se stie ca suma numerelor scrise pe cartonage este 2025 si ca

modulul diferentei numerelor scrise pe cartonaselor oricaror doud persoane aldturate este aceeasi.
Aflati numerele scrise pe cele 25 de cartonase.

Dinca Pepino, Caracal

Problema 4. In patratul ABCD de laturd 5 cm, se considera punctele E e (BC), F (CD) astfel incat

mM(<xEAF) = 45° . Daca aria triunghiului CEF este de 3 cm?, calculati aria triunghiului AEF.
Nicolae Bivol, Corabia

Problemal. Avem Xx°+6x+52=(x+3)*+43 (2p)
y?—10y+84=(y-5%+59 (2p)
Atunci 2537 =[ (x+3)’ +43]-[(y-5)’ +59]>43-59=2537 . (2p)
Caurmare, (x+3)°+43=43 si (y-5)?+59=59,deunde X=-3 §i Y=5 .oeeeerrrrrrerrrrns (1p)
Problema 2. a) Patrulaterele ABDE, ACDF, BCEF sunt paralelograme (2p)
BD = AE, CD = AF, BC =EF , deci ABCD = AEFA (cazul LLL)  oooeerereeercreeens (1p)
b) AB=DE, AC=DF,BC=EF,deci Poet =Pisc ™~ oo (1p)
Deoarece AB < AG +BG, BC <BG+CG, CA<CG+ AG, rezulta ca:
P... <2(AG+BG+CG)=2(GD +GE +GF), de unde %<GD+§j ........................ (1p)

DEF

Fie A’,B’,C’ mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB], atunci AG+BG +CG = %(AA’ +BB’'+CC")
Relatia GD +GE +GF <§PDEF este echivalentd cu AA'+BB'+CC’'<AB+BC+CA, care se

obtine din relatiile AA' < %(AB + AC) si analoagele (lungimea fiecarei mediane a unui triunghi este

mai mica decit media aritmeticd a lungimilor laturilor ce pleacd din acelasi varf) ................ (2p)

Problema 3.  Fie x,X,,..., X,; numerele scrise pe cele 25 de cartonase. Atunci

not
X=X | =X =X = =Xy = Xog| =[Xps =% | =d (1p)
Atunci existd o alegere a semnelor +/— astfel Incat
X =X =£d, X, =X =d,..., X =X =£d, X —x =xd L (2p)
Adunand aceste relatii, rezultd 0=d -(x1+1+...£1) (in parantezi 1 apare de 25 de ori) ........... (2p)
Indiferent de combinatia de semne +/—, numarul din paranteza este intreg impar, deci nenul, de unde
rezulticd d =0. Caurmare, X, =X, =..= X, = % =81 (2p)
Problema 4.  Se prelungeste [CB] cu segmentul [BT]=[DF],Be(TE) s (1p)
AADF = AABT = «TAB = «DAF = m(TAE)=m(<TAB)+m(<«BAE)=90 —-45 =45 ...... (1p)
ATAE = AFAE = Aue = Acxe ST Ae = Augr + Ause = Aok + Auae = Arae = Auor + P oo (2p)
Agero =2Ar (1p)

Ace =(Agep —Ase ):2=(25-3):2=11cm* (2p)
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Problema 1. Se considera numerele reale pozitive a, b, ¢ astfel incat abc =1.
7a-5 7b-5 7c-5

Aflati valoarea expresiei  E = + + .
ab+a+1l bc+b+1 ca+c+1l

lon Neata,Slatina

Problema 2. Se considera numerele irationale a, b cu proprietatea ca exista X,y e Q* astfel incat
2 2
: ..a b
a®—b® =x7 si a—b=y[7 . Ardtati ca F+¥ eQ .
lon Neata, Slatina
Problema 3. Numerele reale a si b verifica relatiile:
a®+12a’+49a+69=0 si b>-9b*+28p-31=0.

Calculati (a+b)™®.
luliana Trasca, Scornicesti

Problema 4. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ in care AB=40cm, BC =30cm, iar
planele (A'BD) si (C'BD) sunt perpendiculare. Determinati lungimea muchiei AA" si calculati

distanta dintre planele (AB'D’) si (C'BD).

S.L.T.
Problema l. Seobservica a-(bc+b+l)=abc+ab+a=ab+a+l (2p)
ab-(ca+c+l)=abc-a+abc+ab=a+1+ab = . (2p)
Amplificdnd cu a a doua fractie a sumei E si cu ab pe a treia, obtinem
_ T7a-5 N 7ab—5a N 7abc-5ab  7a-5 N 7ab-5a N 7-5ab
ab+a+1 a(bc+b+1) ab(ca+c+1l) ab+a+l ab+a+l ab+a+l
7a-5+7ab-5a+7-5ab 2ab+2a+2
= = =2 3p)
ab+a+1 ab+a+1
a’-b* «x
Problema 2.  Deoarece a’®—b® =(a—b)(a*+ab+b?), rezultici a’ +ab+b’ = vl (O ¢ J— (1p)
a- y
Cum a’—2ab+b’=(a-b)’=7y’cQ (2) (2p)
Din relatiile (1) si (2) rezulticd abe Q si @ +b°cQ s (2p)
2 2 4 e 2, 12\ 2
Atunci a_2+b_2=a +2 =(a +b) 22(ab) eQ (2p)
b* a (ab) (ab)
Problema3. a’®+12a°+49a+69=0< (a+4)°%+(@+4)+1=0 (1) s (2p)
b® —9b* +28b-31=0< (b—3)* +(b—3)-1=0 2 (2p)
Prin insumarea relatiilor (1) si (2) avem: (a+4)> +(@+4)+([0-3)°+(0-3)=0 .ceoceoeerverrrrnee.. (1p)
Notaind x=a+4, y=b—-3, rezulti X*+y’+x+y=0<=(x+Yy)-(xX* —=xy+Yy*+1) =0, de unde se
obtine x+y=0,adici a+b=-1si (a+b)**=-1 (2p)
Problema 4.  Planele (ABD) si (C'BD) sunt egal inclinate in raport cu (ABC), deci m(<(C'BD);(ABC))=45"...... (1p)
Fie P <(BD) astfel incat C'P L BD, rezultd c& m(<<(C'BD);(ABC))=m(<«CPC")=45"........cccocorrrrr.. (2p)
Planele (AB'D’) si (C'BD) sunt paralele si determina pe diagonala [ A'C] segmente congruente avand lungimea
egald cu % AC (1p)
Deducem ci distanta dintre planele (AB'D’) si (C'BD) este egald cu d (C;(C’BD)) si
d(C;(CBD))=d(C;CP)=122em (2p)
CB-CD _

Deducem ca CC'=CP =

2decm (1p)



