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1. Determinati perechile (a.b)de numere intregi pentru care 8 —6a=b*+b-10
(Olimpiada Marea Britanie, 2017)

Solutie:

o (@a=3)*=b*+b-1: pentru b>lavem b’ <b’+b-1<(b+1)* = b*+b~1py este patrat perfect

o b=1=(a-3)’ =1=(a,b)e{(2.1),(4,1)}

2 a) Sa se arate ci pentru @ numér natural nenul si X22 are loc inegalitatea

JX—a++x+a <2\/;;

b) Demonstrati ci V2020 ++/2021++/2022 +...++/2030 < 495

Camelia Pirvu, Oravita

Solutie:
a) Jx—a++/x+a<2x e 2x+2yx*—a? <4x < x?—a? <x < 0<a’ 2p
evident, relatie adevarata;
cfa)
2020 ++/2030 = /2025—5 + /2025 +5 < 24/2025 => /2020 + /2030 < 90
cfa)
V2021 ++/2029 = /2025 — 4 + /2025 + 4 < 24/2025 = /2021 + /2029 < 90 3p
= /2020 +/2021 ++/2022 + ...+ /2030 < 90-5+45 2p

3. Fie piramidele regulate VABCD si SABEF avénd bazele in acelasi plan si varfurile de
aceeasi parte fata de baza. Lungimea laturii bazei este | iar indltimea piramidei VABCD este h.
Sa se determine inatimea piramidei SABEF astfel incat apotemele VM si SM, M e(AB) sa fie
perpendiculare.
(SGM 12/2018)
Solutie:

Fie VO=h, SQ = x inaltimile piramidelor regulate VABCD , respectiv SABEF

2p
2 2
Se obtin relatiile VM? = h? +IT SM? = x° +IZ;

Din voQs trapez dreptunghic =VS? = h?* + x* +1? — 2hx 2p

Aplicand reciproca teoremei lui Pitagora in AVMS se obtine:
21° 12 3p

h2+x2+I2—2hx=h2+x2+T<:>x=—

4h
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4. Fie ABCD un tetraedru oarecare. Notam cu 1, si I, centrele cercurilor inscrise fetelor
ABC si respectiv BCD. Dacd 1,NI,=¢ si «ABD=<ACD atunci [AB]=[AC] si
[DB]=[DC]

Solutie: Deoarece 1, N1, #¢ rezultd Al,NDI, =¢.Fie Al,NDI,={M} unde Me[BC] . (2p)

Din teorema bisectoarei aplicata in triunghiurile DBC si ABC deducem: B—E=% si
. AB BM
respectlv. —=—-. 1
P AC -G (1p)
. DB AB

Deducem ca e = AC si cu ipoteza «ABD=<«ACD concluziondm ca triunghiurile DBC si

ABC sunt asemenea cu raport de asemanare 1. (2p)
In concluzie cele doua triunghiuri sunt congruente si deci [AB]=[AC] si [DB]=[DC].  (2p)
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