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1. a. Demonstrarea proprietatii — 2p. b. Gasirea relatiei de recurenta si a primilor trei termeni ai

sirurilor — 1p.
1 4 23 16

X4—§,y4— gaxS _gayS _6>x6 _;>y6_;_2p
7 8] . 2 3
X5, Xg, X7 € [5';] $1Ys, Y6, Y7 € [E'E] _lp
Demonstrarea prin inductie — 1p.

1. 1
2. a) a, =— slaz = —
) a; 2_3$ 3= 34

1

P(n): a, = 1p

- n-(n+1)
Demonstratia prin inductie 2p

b)S = ¥ 2k+1 14 3p

K2(k+1)2  © (n+1)2
3. A,LG coliniare daca si numai daca Ix€ R ,E =« Al 1p
— b — C —_—
Al = EAB + m AC lp
b —— [
a+b+c AB a+b+c
- _—_ 1 xX— —_—
Notim AQ=x, AG = (4B + 4C) 1p
xb
a+b+c a+b+c

AL = AC , AInBC = {L} 1p

AG =« Al devine l(EZIE§)+ Tf) =
2 \c
x b .1 xC lp

2c  atb+c 31 2 at+b+c
. b ...
Deci raportul lor va fi i—c == adicd x = b, AQ = AC.

Kélp

4. Fixarea reperului AD = 7, AB = ¥ — 1p
=
AM =« 4G + (1—)AN - 1p;

—_ k
AM = —2
1-k,

1
kl_ kz :E*2p

—1p; E=§ﬁ’+ %5—1p;AN=—=ﬁ+—v—lp;
1
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Olimpiada de matematica
etapa locala, 16.02.2013
Clasa a X-a

Barem de corectare
L. a. (3 puncte)
Aplicam inegalitatea RN 2, Vx,y>0.
y X
b. (4 puncte)

Folosim inegalitatea de la punctul a. pentru a =3, b=2",c=1.

I1. a. (3 puncte)
Luam f(x,)= f(x,) rezulta f(f(x,))= f(f(x,)), exploatind acest lucru rezulti x, = x,.
Deci f este injectiva.
b. (4 puncte)
Presupunem ca exista o astfel de functie, apoi dand lui x valorile 2 si 4, obtinem
contradictia cu injectivitatea. Deci nu exista functii cu proprietatea ceruta.

III.  a. (4 puncte)
Notam |a| =rgiavem a- a=r? si analoagele. Tindnd seama de ipoteza si de acest lucru
obtinem (a+c)a+b)b+c)=0,am folositci d =—a—b—c, a+b=—(c+d),
a+c=—(b+d), b+c=—(a+d) si obtine concluzia problemei.
b. (3 puncte)
Ecuatia este echivalentd cu (z° + aﬁ)(/ + 75)= 0. Presupunemcd a=a ,f =b, deci

a+b=0,din a+b+c+d =0 rezulta c+d =0. Deci cele doua ecuatii vor avea solutiile
a si b respectiv ¢ si d .

IV. (4 puncte)
Aplicam teorema lui Pitagora generalizata in triunghiurile AABC $i AADC exprimand

. . . ) 1 1 .
cos B si cos D, apoi insumandule cu notatiile adecvate obtinem o + e > g7 Am tinut
a c d,

cont ca patrulaterul este inscriptibil si ca cos B=—cosD.
(3 puncte)
. 1 1 4 . A e . . .
Analog obtinem P +— 2 —, apoi insuménd inegalitatile se obtine concluzia problemei.
a

cd d,
Egalitate se obtine atunci cand patrulaterul este patrat.
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Barem de corectare
1.) a.) se aratd prin calcul direct cd: det (A-XL)=x"~(TrA)X+det A.........oeeeirueeeeiine.s 3 puncte
b.) Din teorema Hamilton-Cayley rezulti A*-2A+31,=0,, de unde A>+3L,=2A (1)....1 punct
se aratd cd det(A*+3L)=det(2A)=22detA=12  (2).eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesrnes 1 punct
din A*+1,=2(A-1,), se obtine det(A*+1,)=22det(A-L)=2>2=8 (3)...ccevcvvrrvrrrrrer... 1 punct
Din (2) si (3) obtinem: 2-det(4” +/,) —det(4® +31,)=2-8-12=4. I punct
2.) a.) se folosesc relatiile:
(1) det(X+Y) +det(X-Y)=2-(det X+det Y)
(2) det(X-Y)=det(Y- X)=detX-detY pentru scrierea lor.... 2 puncte
punand in relatia (1) X=AB si Y=BA si folosind (2) se obtine
(3) det (AB+BA)+det(AB-BA)=4detA-detB..........ccoeeeiviiiiiiieciie, 1 punct
Din (3) si identitatea din enunt se obtine cerinta punctului a)........cc.ccceveenieenennne. Ipunct
b.) se foloseste relatia Xz—(TrX)-XJr(detX)-Iz:Oz, oricare ar fi X,)YE M,..... oo, 1 punct

in care se pune X=AB-BA si avem
(AB-BA)*-(Tr(AB-BA))(AB-BA)+det(AB-BA)L=0, (3)
dar Tr(AB-BA)=0 si tinand seama rezultatul de la a), din (3) rezultab). ..... 2 puncte

a
3) Aupeq = zikk e 1 punct
2 Ark 2
a =a —_— e e 1 punct
Zk+2 o T 2k+1 p
7 25
a,=3, A3 A e 1 punct
se arata prin inductie ca € (0,5)..c.eiviiriiriiiiiiieee e 2 puncte
a v v 1°
CUM Ay =% + 2, 7eZUltd €8 M A,y =2 oo, 1 punct
2k k—x
. a
deunde lim —BE = L. 1 punct
n—o Adn
. .. n+l
4.) a.) se aratd prin iNdUCEIC CA 8y=—— ... .o iitiiitiii it e e 2 puncte
n!
demonstrarea cd sirul este desCresCator..........ovviiiiviiiiiiiii i 1 punct
(an)n>1 strict pozitiv, deci marginit inferior,
Prin urmare sirul este CONVErgent .............ooeoiuiiiiiiiiiiiiiiii i, 1 punct

N . n+1 .. .
b.) Inlocuim a, cu — Limita devine:

limn-In[(n—1)ta,]=limn- In "~ fim In(1+ l)" =lne=1 ... 3 puncte

Nn—>0 n—>0 n n—>0 n
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Barem de corectare

I. a) Demonstreaza ca este monoid L. 3 puncte

D) 3 puncte

c) Exemplu 1 punct
II. a) Din x” = (xy)’ = xx =x0x) = X =)y )
Din y* =(xy)" = )y =xxy =y =xx 2
Din (1)si (2) = xy = yomx = xy = y(x)’ x =>xy = »’x=>xy=)’x si folosind (1)
S>xw=y () =>w=ryy=x=y'x=e=y" 3) 3 puncte
=y =0"Y" . y=e-y=y 1 punct
Din (1)si (2) = w=xxxy = = ()’ xy = X =x"xp = x =x"y si folosind (1)
Sw=x ()= w=x'w=y=x'y=e=x* . 1 punct
=x"=x*)" . x=e-x=x 4)
b) Din (3)si (4) = x>y P =x-y. 1 punct
¢) Folosind ipoteza avem: (xy)*°"* =[(xy)* ] =(x*)"" " =(x*")Y "= =€ ceoocvvvvvn.... 1 punct
II. a) Verificare @~ ... 3 puncte
b) Descompune integrala in / = I (x il \/;Xx _zﬁ)exdx - Iizexdx I punct

(x B \/;) (x B \/;) ...................

Integreaza prin parti ..........cccceeevveennnnn. Ipunct
Finalizare .........cccoevevvievvieneereeneennen, 2 puncte
V. a) Calculeaza integrand prin parti pentru k € {1,2} .......................................... 4 puncte
b) Aplica inegalitatea Cauchy-Schwarz, forma integrala ~ ........cccovieiiivieiieeceeen 3 puncte
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